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Niniejszy podrecznik zostal przygotowany na potrzeby nowej specjalnosci Matema-
tyka stosowana kierunku Matematyka Uniwersytetu Pedagogicznego im. Komisji
Edukacji Narodowej w Krakowie w ramach oferty ,,Zamawianie ksztalcenia na kie-
runkach technicznych, matematycznych i przyrodniczych - pilotaz” - Priorytet IV PO
KL ,Szkolnictwo wyzsze i nauka”, Dziatanie 4.1 ,Wzmocnienie i rozw6j potencjatu
dydaktycznego uczelni oraz zwiekszenie liczby absolwentéw kierunkoéw o kluczowym
znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy”, Poddziatanie 4.1.2 , Zwiekszenie liczby
absolwentow kierunkéw o kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy”.

Do uzytku osobistego. Nie podlega sprzedazy.
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Rozdzial 1

Analiza wektorowa

Elementy analizy wektorowej sa zwykle podawane w standardowym kursie analizy
matematycznej bez zastosowan. W niniejszym rozdziale elementy analizy wektoro-
wej zostang przedstawione wtasnie z punktu widzenia zastosowan, w tym z mechaniki
o$rodkow ciagtych.

1.1 Przestrzen euklidesowa R3

Bedziemy rozpatrywaé przestrzeri euklidesows R3, niekiedy przestrzenie R? i R!.
W analizie wektorowej czas t wystepuje zwykle jako parametr, a badane sg zaleznosci
od przestrzennych zmiennych.

Standardowa ortonormalna baza przestrzeni R3, ktora okresla uktad wspotrzed-
nych kartezjanskich, sktada sie z wektorow

i; = (1,0,0), i, =1(0,1,0), i3 =(0,0,1). (1.1)
Dowolny wektor mozna przedstawi¢ w postaci
X = Ilil + C(]Qig + ZE3i3 = (l’l, ZT9, ZL’3). (12)

Z jednej strony prawa fizyczne maja by¢ opisane w przestrzeni R?, czesto z wyko-
rzystaniem bazy (i, iy, i3), z drugiej strony ta baza jest ustalona, lecz prawa fizyczne
nie sg zalezne od bazy. Wobec tego potrzebna jest analiza zmiany bazy w $wietle
badania niezmienno$ci praw fizycznych od uktadéw wspotrzednych. Oczywiscie aby
unikngé¢ tego badania warto podawaé prawa fizyczne w postaci niezaleznej od bazy
i jest to w zasadzie mozliwe. Jednak dla konkretnych zastosowan i obliczen potrzebne
sa konkretne uktady wspotrzednych.

Niech wektory i}, i), i; tworza inna baze ortonormalna (i},1),13) zaczepiona
w tym samym punkcie 0 = (0,0,0). Wtedy wektory bazowe sa zwiazane zalezno-

$ciami
o/ .
1, = E AUkl (13)
k=123



gdzie wspotezynniki oy, tworza macierz A. Ta macierz moze byé traktowana jako
macierz przeksztalcenia liniowego R?® w R3. Czesto dla skrocenia zapisu w takich
wzorach pomija sie znak > . Wtedy wzor (1.3) wyglada nastepujaco

Nazywa sie to sumowaniem wedlug Einsteina. Sumowane sa wyrazy majace pare
tych samych wskaznikow. To znaczy prawa strone wzoru (1.4) sumujemy wzgledem
k, wskaznik m wystepuje rowniez w lewej stronie (1.4).

Przyktlad
Niech i = i3 w (1.3), tzn. przeksztalcana jest baza (i1,iz) do bazy (i},i,) czyli
faktycznie tylko ptaszczyzna R2. Wtedy macierz A ma postac¢

cos sinf 0
A= | —sinf cosf 0 |, (1.5)

0 0 1

gdzie wektory i} i1 tworza kat 6. Wspotczynniki cos @, sin @ = cos(§ — ) nazywaja
sie kosinusami kierunkowyms.

W ogélnym przypadku trojwymiarowym macierz A ma podobng strukture

Q11 Q12 (g3
A= an an asy |, (1.6)

Q31 (Qiza (i33

gdzie wspotczynnik oy, jest kosinusem kata pomiedzy wektorami i/ 1 ig.

1.2 Walcowy i sferyczny uklady wspélrzednych

W analizie przy obliczaniu calek wielokrotnych oprécz podstawowego kartezjan-
skiego ukladu wspoétrzednych byty uzywane inne uktady wspotrzednych. Zwigzane
to jest z ksztaltem rozwazanego obszaru. Dla obliczenia catki podwdjnej po prosto-
kacie warto byto korzystaé¢ z kartezjanskiego uktadu, natomiast dla kota - z uktadu
biegunowego. W niniejszym rozdziale opisane sa dwa podstawowe uktady. Do-
ktadny opis ogoélnej teorii krzywoliniowych uktadéw wspotrzednych mozna znalezé
w ksiazkach [7] i [15].

1.2.1 Biegunowy i walcowy uklady wspoéirzednych

W biegunowym uktadzie wspotrzednych na plaszczyznie kazdy punkt M ma dwie
wspotrzedne r i 0, gdzie r jest odlegloscia M od ustalonego punktu O, poczatku
uktadu, oraz 6 jest katem, ktory tworzy ustalona o z OM (w przypadku M # O).

8
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Rysunek 1.1: Biegunowy uktad wspotrzednych

Jesli punkt M ma kartezjanskie wspolrzedne (z,y), ustalony punkt O to (0,0),
ustalona o$ to x, wowczas (r, ) mozna policzy¢ ze wzorow

r=\/x%+y>? tg@z%, (gdy M # O). (1.7)
Odwrotnie
r =rcos, y=rsind. (1.8)

Warto zauwazy¢, ze wzor
6 = arctg Y. (1.9)
x

ma miejsce tylko dla x > 0. Natomiast dla x < 0 mamy wzor
_ Y
0 = arctg = + . (1.10)
x

Niech punkt M = (z,y,2) bedzie okreslony przez kartezjanskie wspolrzedne.
Opis nowych wspotrzednych tego punktu mozna podaé¢ w sposob nastepujacy. Niech
r bedzie odlegtoscia punktu M od osi z. Natomiast niech ¢ bedzie miara kata miedzy
osia = a plaszczyzna wyznaczona przez o$ z i punkt M (patrz rys. 1.2). Wowczas
trojke (r, ¢, z) nazywamy cylindrycznymi wspolrzednymi punktu M. Zauwazmy, ze

r =%+ y?, (1.11)

Y x
——, COS P = —F——.
/ 12 + y2 / 12 + y2
Stad otrzymujemy wzory na dwie pierwsze wspoOtrzedne kartezjaniskie punktu M,

wyrazonego we wspotrzednych cylindrycznych;

oraz

sin ¢ = (1.12)

r=rcos, y=rsind. (1.13)



X

Rysunek 1.2: Cylindryczny (walcowy) uktad wspotrzednych

1.2.2 Sferyczny ukltad wspéirzednych

Niech punkt M bedzie wyrazony w kartezjanskich wspoltrzednych (x,y, z). Mozemy
go jednoznacznie przedstawi¢ w sferycznym uktadzie wspotrzednych. Niech r bedzie
odlegloscia punktu M od s$rodka uktadu wspotrzednych O = (0,0,0), przy zaloze-
niu M # O. Natomiast ¢ oraz ¢ niech beda katami odpowiednio miedzy osig z
a odcinkiem OM, oraz miedzy osia x a plaszczyzna wyznaczong przez o$ z i punkt
M (patrz rys. 1.3). Wowczas trojke (1,6, ¢) nazywamy sferycznymi wspotrzednymi
punktu M. Zauwazmy, ze

/22 L 2
cosf = z, sinf = x——i-y (1.14)

r r

Stad i ze zwigzkow

sin ¢ = N cos ¢ = S (1.15)

otrzymujemy wzory na wspotrzedne kartezjanskie punktu wyrazonego we wspol-
rzednych sferycznych;

r=rsinfcos¢, y=rsinfsing, 2z =rcosh. (1.16)
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Rysunek 1.3: Sferyczny uktad wspotrzednych

1.3 Tloczyn skalarny, wektorowy i mieszany

1 Definicja
lloczynem skalarnym dwoch wektorow a i b nazywamy wielkosé skalarng

a-b = |a||b|cos(a, b), (1.17)

gdzie 6 = (a,b) jest katem pomiedzy wektorami a i b.

\j

Rysunek 1.4: Geometryczna interpretacja iloczynu skalarnego
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W uktadzie kartezjanskim mamy wzor
a-b= a1b1 + agbz + CL3b3 = aibz-, (118)
gdzie a = (al, as, CL3) ib= (bl, bQ, b3)

Przyktad
Rozpatrzmy przyktad, gdy punkt przemieszcza sie wzdhuz odcinka od punktu A do
punktu B. W kazdym punkcie x dziala na niego sita F.

Rysunek 1.5: Rozktad sity F

Wprowadzamy lokalne wspotrzedne zwigzane z odcinkiem AB: wzdtuz odcinka
wektor s i prostopadty do niego wektor n. Sita F moze by¢ przedstawiona w postaci
F =F,+F,, gdzie iloczyn skalarny F, = F - s jest rzutem F na odcinek AB, iloczyn
skalarny F,, = F'-n jest rzutem na prostg normalnag do AB. Niech punkt materialny
porusza sie wzdtuz AB. Wobec tego czesé¢ sktadowa F,, nie wpltywa na ruch czastki.
Natomiast istotnym jest wektor F,.

Definicja
[loczynem wektorowym wektorow a i b nazywamy taki wektor c, dla ktorego

i) | = [a]|b]sin(a, b),

ii) claiclb,

iii) wektor c jest skierowany w ta strone plaszczyzny, zawierajacej wektory a i b,
z ktorej obrot od wektora a do wektora b (po wnetrzu mniejszego kata) odbywa sie
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (patrz rys. 1.6).

Oznaczenie dla iloczynu wektorowego: ¢ = a x b.

12



Rysunek 1.6: Tlustracja plaszczyzny zawierajacej wektory a i b. Symbol ©® oznacza, ze
wektor ¢ = ax b skierowany jest w strone czytelnika, natomiast @ - w kierunku przeciwnym

W definicji kata (a,b) jest wazne, ze kat ,zaczyna” sie od wektora a i konczy”
sie na wektorze b, wiec kat ma znak. W przypadku kosinusow kierunkowych nie
mialo to znaczenia, poniewaz kat wystepowal pod znakiem parzystej funkcji cos.
Zauwazmy, ze pole rownolegloboku z bokami dlugosci a i b wynosi |c|. Z rysunku
1.6 wynika, ze jezeli wektory a i b zamienimy miejscami, to ich iloczyn wektorowy
zmieni zwrot na przeciwny, zatem

axb=—-bxa. (1.19)
Wektory bazowe i; spelniajg rownosci
ik X im = (5km7 (120)

gdzie dy,, jest symbolem Kroneckera.
W ukladzie kartezjanskim mamy wzor

ip 1y i3
axb= ap Qo as | = ((lng — agbg, Cl3b1 — albg, albg — Clgbl). (].2].)
by by b3

Pojecie momentu sity wzgledem punku wprowadza sie w nastepujacy sposob.
Niech belka o dtugosci ¢ bedzie zamocowana w punkcie O. Przyjmijmy, ze na korncu
belki zostal umieszczony tadunek o masie m. Wowczas sita /' = mg. Momentem
tej sity wzgledem punktu O nazywamy

M = Ft. (1.22)

W ogélnym przypadku moment sity wzgledem punktu O okresla sie jako iloczyn

wektorowy

M = x x F, (1.23)
gdzie x jest punktem przylozenia sity F. W szczegolnym przypadku wzor (1.23)
pokrywa sie ze wzorem (1.22). Niech x = (¢,0,0), sita (rys.1.7) F = (0, F',0). Wow-
czas wedtug definicji, albo ze wzoru (1.21) otrzymujemy M = (Fi3. Z tego wynika,
ze M| = M. Zatem ilosciowo momenty zgadzajg sie. Przypisanie momentowi
kierunku, tzn. rozwazanie go jako wektor, ma pewne zalety.

13
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Rysunek 1.7: Interpretacja geometryczna wzoru (1.23).

3 Definicja
Iloczynem mieszanym wektoréw a, b i ¢ nazywamy skalar

V=(axDb)-c.

Zgodnie 7z (1.21) i (1.18) w uktadzie kartezjanskim mamy

1 C2 C3
(a X b) cC= | ay ay as
by by b3

(1.24)

(1.25)

Z ostatniego wzoru i wlasnosci wyznacznikéw wynika, ze wektory a, b i ¢ sa liniowo
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy (a x b) - ¢ # 0. Ze wzoru (1.25) i whasnosci

wyznacznikow mamy tez
(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b.
Z rownosci (1.21) wynika, ze
(a+b)xc=axc+bxc.
Maja miejsce takze nastepujace wzory
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b),

(axb)xc=b(a-c)—a(b-c),

14
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(axb)-(cxdy=| 3¢ ad | (1.30)
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0, (1.31)
(axb)-(cxd)+(bxc)-(axd)+(cxa) - (bxd)=0. (1.32)

Dowody tych wzoréw zwykle zajmuja sporo czasu i wymagaja zmudnych rachunkéw.
Niekiedy dowéd mozna tatwo uzyskaé opierajac sie na juz udowodnionym wzorze
Tak np. wzory (1.29)-(1.30) mozna latwo wyprowadzi¢ ze wzoru (1.28). Wzor
(1.29) jest prosta konsekwencja wzoru (1.28), po cyklicznym podstawieniu b —
a — ¢ — b i powolaniu si¢ na wzor (1.19). Wzor (1.30) mozna uzyskaé¢ ze wzoru
(1.26) o postaci (axb)-e = (bxe)-a z podstawienia do niego e = ¢ xd i skorzystania
z (1.28). Natomiast wzor (1.31) uzyskuje sie ze wzoru (1.28) dla odpowiednich trojek
wektorow i ich dodawania. Podobnie wzor (1.32) powstaje ze wzoru (1.30).

Wobec tego zostaja tylko zmudne obliczenia, aby udowodnié¢ (1.28) (patrz na
przyklad [7], str. 22). Jedyny sposob unikniecia dtugich obliczen, to wykorzysta¢
symboliczne komputerowe obliczenia, co uczynimy w nastepnym rozdziale.

3 Przyklad
Rozpatrzmy ostrostup trojkatny pokazany na rysunku 1.8 z krawedziami T; (i =
1,2,3,4). Niech S; oznacza wektor prostopadly do T; skierowany na zewnatrz ostro-
stupa (rys. 1.8). Wowczas

Sl + Sg + Sg + S4 =0. (133)

4

Rysunek 1.8: Ostrostup trojkatny.

Pierwszy dowdd. Mozna uwazaé, ze ostrostup jest okreslony przez trzy wek-
tory a, b i ¢, zaczepione w jednym punkcie. Wowczas pozostate boki ostrostupa

15



sa wyrazane przez wektory b —a i ¢ —a. Kazdy z wektorow S; jest iloczynem
wektorowym

Si=bxa, S;=cxb, Sy=axc, S;=(b—a)x(c—a). (1.34)

Obliczajac sume Sy + Sg + S3 + Sy otrzymujemy (1.33).

Drugi dow6d. Niech balonik w ksztalcie ostrostupa bedzie wypelniony gazem,
a sita ciezkosci - tak zrownowazona, ze wisi on w powietrzu. Pod wplywem gazu
Scianki ostrostupa sg pod stalym cidnieniem p. Sita dzialajaca na kazda Scianke
wynosi pS;. Wypadkowa tych sit ma by¢ zerowa, poniewaz w przeciwnym przypadku
ostrostup poruszalby sie w kierunku tej wypadkowej. Stad zachodzi réwnosé (1.33).

Zauwazmy, ze drugi dowdd nietrudno przenie$é¢ na ogodlne twierdzenie o sumie
wektorow dla dowolnego wielo$cianu.

1.4 Iloczyn skalarny, wektorowy i mieszany
w Mathematica

Mathematica umozliwia wykonywanie dzialan okreslonych w rozdziale 1.3. Opera-
torem odpowiadajacym za iloczyn skalarny jest Dot. Mozemy go uzywaé¢ w dwoch
rownowaznych postaciach:

inf1)= Dot [{X, y, z}, {u, v, W}]

ouflj= UX +VYy +WzZ

albo

|ﬁ[2]:: {Xy y: Z}- {uy Vl W}

Outf2l= UX +VY +WZ

Natomiast iloczy wektorowy obliczamy za pomoca operatora Cross.
in3l:= Gross[{x, y, z}, {u, v, w}]

oufgl= {Wy -Vvz, —-WX+UZ, VX-UY}

Rownowazne jest to z uzyciem EsccrossFEsc jako znaku dzialania.
4= {X, Yy, z}x{u, v, w}

outi4l= {Wy -V Z, -WX +UZ, VX-UY}

Przystapimy teraz do dowodu wzoru (1.28) za pomoca Mathematica. Zdefiniujmy
trojke wektorow a, b, c.

n5:= a = {al, a2, a3};
b = {bl, b2, b3};
c = {cl, c2, c3};

16



Obliczmy lewa strone wzoru (1.28), czyli a x (b X c).

infgl:= L =ax (bxc)

ous]= {-a2b2cl-a3b3cl+a2blc2+a3blcs3,
alb2cl-alblc2-a3b3c2+a3b2c3,
alb3cl+a2b3c2-alblc3-a2b2c3}

Teraz prawa strone wzoru (1.28), czyli b(a-c) —c(a- b).

mgl= P=Db (a.c) -c (a. b)

ouj9]= {- (@l bl +a2b2 +a3b3) cl+bl (alcl+a2c2+a3c3),
-(albl+a2b2+a3b3)c2+b2 (alcl+a2c2+a3c3),
-(albl+a2b2+a3b3)c3+hb3 (alcl+a2c2+a3c3)}
Uproéémy powyzsze wyrazenie.

inftoj= P=% /7 Sinplify

ouff10]= {-a2b2cl -a3b3cl+a2blc2+a3blcs,
alb2cl-alblc2-a3b3c2+a3b2c3,
alb3cl+a2b3c2-alblc3-a2b2c3}

Sprawdzmy czy uzyskane wyrazenia (rowne lewej i prawej stronie wzoru (1.28)) sa
rowne. Mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby. Pierwszym jest poréwnanie obydwu
stron, Wowcezas Mathematica poda wartos¢ logiczna zapisanego wyrazenia.

Inf11:= L == P

ouf11]= True

Jezeli natomiast odejmiemy od jednej strony druga, to powinni$my otrzymac¢ wektor
ZETOWY.

Inf12= L -P
ou12)= {0, 0, 0O}

Dowod zostal ukonczony.

1.5 Obro6t ciata

Przyjmijmy, ze cialo umieszczone w punkcie M obraca sie wokol osi OA, gdzie O
jest poczatkiem uktadu wspotrzednych. Wektor katowej predkosci w, mierzony na
przyklad w stopniach na sekunde, jest prostopadly do rzutu M A punktu M na
0§ obrotu (rys. 1.9). Kierunek wektora w jest wybrany w nastepujacy sposob.
Popatrzmy na cialo z ustalonej strony réwnolegle do osi obrotu (na rysunku: to
kierunek pionowy). Obrot punktu M w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek
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Rysunek 1.9: Obrot punktu M wokol osi OA z katowa predkoscig w.

zegara powoduje, ze wektor w jest skierowany w gore. Jesli punkt M obraca sie
w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara, to wektor w jest skierowany w dot.
Liniowa predkosé v punktu M o wspolrzednej x jest zwigzana z kgtowq predko-

Scig w wzorem
V=w X X. (1.35)

Oczywisty matematyczny wzor (1.27) ma niezupelnie oczywista mechaniczna
interpretacje, ze predkosci katowe ciata mozna dodawac, czyli

(w1+w2)XX:w1xx+w2xx. (136)

Rozpatrzmy teraz obr6t materialnej czastki o masie m. Niech w czasie t czastka
znajduje sie w punkcie M o wspotrzednej x. Kqtowy ped czastki wzgledem punktu
O w czasie t oblicza sie wedlug wzoru

L=mxXxv, (1.37)

gdzie v jest chwilowa liniowa predkoscia czastki.
Energie kinetyczna czastki oblicza sie w oparciu o wzory (1.35) i (1.37)

_omv]E | omlw||x]* 1

K
2 2 2

IL|. (1.38)
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1.6 Podstawowe pojecia teorii tensorow

Teoria tensorow uzywana jest w badaniu i przeksztalcaniu wzoréow zapisanych w kon-
kretnych uktadach wspotrzednych przy zmianie zmiennych. Tensorem rzedu 0 na-
zywa sie wielko$¢ skalarng. Na przyktad rozklad temperatury jest tensorem rzedu
0. Wielkos$¢ skalarna nie zmienia sie przy zmianie zmiennych.

Klopot przy zmianie zmiennych powstaje dopiero gdy rozwazmy wektory. Oczy-
wiscie, wektor a = (2, —1,3) zapisany w bazie (1.1) ma inne wspolrzedne w innej
bazie. Na przyktad, niech wektor a wyraza pewna site, ktora obiektywnie nie zalezy
od wybranej bazy. Wiec ten fizyczny wektor ma byé tym samym we wszystkich
bazach, chociaz jego zapis w réznych bazach jest inny. Niech A oznacza macierz
obrotéw przestrzeni R? wokot poczatku uktadu wspotrzednych, zapisanej w postaci
kosinusow kierunkowych (1.6). Wtedy wspolrzedne ay, pewnego wektora przeksztal-
caja sie do wspolrzednych a!, wedlug wzoru (patrz (1.4))

a,, = Qpray, (1.39)
Mozna to takze zapisa¢ w postaci mnozenia macierzy przez wektor
a' = Aa. (1.40)

Mowimy, ze wektor fizyczny tworzy tensor rzedu 1. Innymi stowy, zbior wszystkich
wektorow zwiazanych wzorami (1.39) albo (1.40) tworzy tensor rzedu 1.

Nastepnie macierze wystepuja jako tensory rzedu 2. Formalnie tensor rzedu 2
wprowadza sie jako zbiér macierzy niezmienniczych wzgledem obrotow A. Niech B
bedzie macierza, ktora wyraza pewna fizyczna wielkos¢ w pewnym uktadzie wspot-
rzednych, B’ - macierza tej samej fizycznej wielko$ci w innych wspolrzednych zwia-
zanych macierzg przeksztalcenia A o wspotrzednych ay,,. Przypominamy, ze kosi-
nusy kierunkowe oy, = cos(iy, i,,), gdzie i,, jest bazowym wektorem o wyjsciowych
wspolrzednych, i) - przeksztalconych. Macierz B stanowi tensor rzedu 2, jesli dla
dowolnego obrotu A elementy macierzy B i B’ sg zwigzane

b;k = ajlamk:blm7 (141)

gdzie sumowanie przebiega po [ i m.
Jednymi z najwazniejszych przyktadow tensoréw rzedu 2 sa tensory naprezen
i odksztalcenn w teorii sprezystosci i mechanice cieczy, rozpatrywanych takze w tej
ksiazce. W niniejszym rozdziale wyjasénimy pojecie tensora rzedu 2 na przyktadzie
tensora pedu bezwladnosci L = (Ly, Lo, L3) ze wzoru (1.37). Podstawiamy (1.35)
do (1.37)
L =mx X (w x x). (1.42)

Ze wzoru (1.28) wynika, ze
L =mw(x-x) — x(w-x)]. (1.43)
Zapiszemy ostatni wzor we wspotrzednych

L; = m(w;xix; — xjwpy), (1.44)
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gdzie sumowanie przebiega po [ i k, w = (wy, w2, ws). Zapiszemy w; w postaci sumy
w; = djpwil wtedy (1.44) nastepujaco

Lj = ijkwk, (145)
gdzie
I, = m(dmizy — xjzy). (1.46)
Obliczmy I, dla j,k =1,2,3
Ly = m(xx — 23) = m(a3 + 23),
[22 = m(m% + Qfg),

Is3 = m(a7 + 23),

1.47
Iy = I = — ma129, ( )
Lz = Is1 = — mayxs,
Iy3 = I3p = — maxaxs.
Elementy [;;, tworza tensor bezwladnosci I. Ze wzoru (1.45) wynika, ze
L=ml w, (1.48)

tzn. wektor momentu L (tensor rzedu 1) jest rowny iloczynowi tensora I (tensor
rzedu 2) przez wektor w (tensor rzedu 1).

Przyjmijmy, ze mamy sztywnie zwigzane n czastek o masie m; ulokowanych
w punktach x;. Wtedy tensor momentu bezwladnosci uktadu tych czastek we wspot-
rzednych kartezjanskich wyraza sie wzorami

Iy = Zmz@% + x?3),

i=1
n
2 2
Iy = E mi($i1 + xiS)?
i=1
n
2 2
I33 = § mi(xz‘l + 13),
i=1

. (1.49)
Lo =1y = — Zmixilxi%
i=1

n

Ly =13 = — E m;Ti1%;3,
i=1
n

Iy3 = I3p = — E m;Ti2Z;3,
i=1

gdzie X; = (ZE“, T2, IZ'3>.
Rozpatrzmy teraz cialo ciagle zajmujace obszar D o gestosci p(x) zaleznej od
wspolrzednej x w ogdlnym przypadku. Stosujac zasade przejscia ciggle <> dyskretne
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obliczmy moment bezwtadnosci tego ciala. Rozpatrzmy na przyktad element tensora
I1;. Zamiast ciata cigglego rozpatrzmy mate kawatki tego ciata ze srodkami ciezkosci
w punktach x; o masach m;. Wowczas wedlug pierwszego wzoru (1.49) otrzymujemy
I,; dla ciala dyskretnego. Przedstawimy mase w postaci m; = p(x;)AV;, gdzie AV;
jest objetoscia i—tego kawalka. Przechodzac do granicy max;(AV;) — 0, otrzymu-
jemy z pierwszego wzoru (1.49) caltke potrojna

I = /Dp(x)(mg + 73) dx, (1.50)

gdzie x = (x1, w9, x3), dx = dr1drods.

W zastosowaniach przewaznie wystepuja tensory rzedu 2 w formie macierzy sy-
metrycznych. 7 kursu algebry wiadomo, ze macierz symetryczna moze by¢ sprowa-
dzona do macierzy diagonalnej z rzeczywistymi elementami po przekatnej. Oznacza
to, ze istnieje taki uktad wspolrzednych, w ktorym tensor ma posta¢ macierzy dia-
gonalne;j.

1.7 Pole skalarne 1 wektorowe

Polem skalarnym nazywamy funkcje trzech zmiennych v : D — R okreslong w zbio-
rze D C R3. Np. rozklad temperatury 7' = T'(x) albo cinienie p = p(x), gdy x € D
tworza pola skalarne.

Pole wektorowe wprowadza sie jako wektor-funkcje a : D — R? okreglona w zbio-
rze D. Na przyktad, rozktad sity w D, tzn. site podang w postaci wektora w kazdym
punkcie D, mozna rozumie¢ jako pole wektorowe. We wspotrzednych kartezjanskich
pole wektorowe ma postaé a(x) = (a1(x), az(x), az(x)).

1.7.1 Gradient

Niech funkcja u bedzie rézniczkowalna w obszarze D. Gradientem gladkiego pola
skalarnego u nazywamy pole wektorowe, ktore w D we wspotrzednych kartezjanskich
ma postac

Oou Ou OJu

du=Vu:=(——,—]. 1.51

grad ¢ “ (8371 8.132 81’3) ( )

W definicji gradientu wystepuje operator nabla, ktéry mozna zapisa¢ jako operator
rozniczkowy postaci

o o0 0
V=—,—,— . 1.52
<(‘3x1 8562 8x3> ( )

Niech bedzie dany jednostkowy wektor w. Zwiazek gradientu z pochodng kie-
runkows jest omawiany w kursie analizy i wyraza sie relacja

Ou _ Vu-w. (1.53)

ow
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We wspotrzednych kartezjanskich (1.53) przyjmuje postac¢

u U u U

aa—w = g_xlwl + g—@wg + g—x?)w;),, (154)
gdzie w = (w1, ws, ws). Kierunek w moze w szczegolnosci okreslaé gladka krzywa
L, tzn. w kazdym punkcie krzywej jest podany jednostkowy wektor styczny, ktory
oznaczymy litera s. Wowczas % jest pochodna, ktoéra pokrywa sie z pochodna
% wzgledem parametru naturalnego s tej krzywej. Czyli w ostatnim wyrazeniu
pochodna jest traktowana jako pochodna funkeji u(zi(s), z2(s), z3(s)), gdzie para-
metryczne rownanie krzywej ma trzy rownania x, = z1(s), 2 = x2(s), x3 = x3(s)
z naturalnym parametrem s € [0, ]LH Przypominamy, ze za pomoca parametru
naturalnego krzywa L : [0,|L|] — R® (w innej postaci L : s — (z1,22,23)) jest
okreslona w taki sposob, ze dtugosé odcinka [0, s] pokrywa si¢ z odpowiednig dtugo-
Scia czesci krzywej czyli tuku L]0, s]. Naturalna parametryzacja moze by¢ pokazana
w taki sposob: prosta ni¢ o dtugosci |L|, naktadana jest na krzywa L (rys. 1.10).

Rysunek 1.10: Tlustracja naturalnej parametryzacji krzywej

Niech gtadka krzywa L bedzie zorientowana, czyli przypisany jest do niej dowolny
kierunek. Jednostkowy wektor n = (ny,ns,n3) prostopadly do wektora stycznego
s i skierowany w prawa strone od orientowanej krzywej nazywa sie zewnetrznym
wektorem normalnym do L.

Rozpatrzmy przypadek rozniczkowalnej funkcji u dwoch zmiennych z1, xo. Wpro-
wadzamy stalg c. Niech rownanie u(zq,x2) = ¢ okresla lini¢ na plaszczyznie zmien-
nych z1,z9 (w ogolnym przypadku moze to byé¢ zbiér pusty, punkt, albo bardziej
skomplikowany zbiér). Zmieniajac ¢ otrzymujemy rodzine krzywych zwanych pozio-
micami funkcji u. Przyklad funkeji u = u(xy, z2) jest podany na rysunku 1.11.

22



u(xz;,x;)
IsN2 ‘XZ

U(X1,X2)=C

AR

X1

X

Rysunek 1.11: Poziomice funkcji u(x1,z2) = 2% + 3. Oczywiicie sa to okregi 2 + 22 = ¢
o srodku w punkcie (0,0) i promieniu dtugosei /c.

Zapiszemy iloczyn skalarny (1.53) w postaci

%
ow

gdzie wektory Vu i w tworzg kat 6. Ustalmy punkt x i przechodzaca przez niego
gtadka linie poziomowa L (rys. 1.12).

= |Vu||w|cos¥, (1.55)

u(xz,x2) X2

Xy

Rysunek 1.12: Jednostkowe wektory styczny s i normalny n do L. Funkcja u = u(x)
w punkcie x najszybszej wzrasta w kierunku n, najszybszej maleje w kierunku —n i nie
zmienia si¢ w kierunkach +s.
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Wprowadzamy jednostkowy wektor styczny s i normalny n do L zaczepione
w punkcie x. Funkcja u = u(xy,x2) jest stala na L, stad mamy

ou

— =0. 1.56
Os (1.56)

Wtedy z rownosci (1.55) wynika, ze wektory s i Vu sa prostopadle. Wobec tego

wektor Vu jest rownolegly do wektora n i zachodzi

ou
n +|Vul. (1.57)

Znak plus w (1.57) ma miejsce, gdy funkcja u = u(xy, z2) wzrasta w kierunku n, ma
znak minus, gdy zmniejsza sie. Warto$¢ funkeji v = wu(x) zmienia sie najszybszej
w kierunku gradientu i najwolniej wzdtuz poziomicy. Na podstawie tej obserwacji
utworzona jest numeryczna metoda najszybszego spadku (patrz w internecie hasto
,» Gradient descent”, albo http://en.wikipedia.org/wiki/Gradient_descent), w
ktorej w celu numerycznego obliczenia minimum funkcji v = u(z, x2) wybieramy
dowolny punkt, a potem krok po kroku schodzimy w kierunku —|Vu| do lokalnego
minimum.

Rodzina poziomic oraz gradientow tworzy prostopadta krzywoliniows siatke na
plaszczyznie (rys. 1.13).

Ay,

S

Sy
SYRIAL

GEY

Rysunek 1.13: Prostopadta krzywoliniowa siatka na ptaszczyznie funkcji u(z1, v2) = 3 +
x3, stworzona przez polproste o poczatku w zerze i koncentryczne okregi o grodkach (0,0)

0

J
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Podobnie jest w przestrzeni. Tylko zamiast poziomic mamy tzw. izopowierzchnie
u(zy, 9, x3) = C.

Gradient byl wprowadzony przez (1.51) w ukladzie wspohzednych kartezjan-
skich. Mozna poda¢ rownowazng definicje, niezalezna od uktadu wspotrzednych,
podkreslajaca fizyczna tensorowa nature gradientu przez catke powierzchniowa

1
Vu= lim — undS, (1.58)
D=0 |D| Jap

gdzie obszar D jest ograniczony powierzchnig 0D, |D| oznacza objetosé¢ D.

1.7.2 Dywergencja

Dywergencje rézniczkowalnego pola wektorowego a w punkcie wprowadza sie jako

diva=V-a. (1.59)
W ukladzie kartezjanskim
. 6@1 0a2 8&3
p— . p— ]_-
diva=V-a e + 07s + s (1.60)

gdzie a = (a1, as, az). Analogicznie do (1.58) dywergencje mozna wprowadzi¢ nieza-
leznie od uktadu wspohrzednych przez catke powierzchniowa

1
V-a= lim — a-ndS. 1.61
D=0 | D] Jop ( )

Rownosé
V-a(x)=0 (1.62)
lokalnie oznacza, ze w punkcie x pole wektorowe a nie posiada zrédel ani upustow,

tzn. wyglada jak pole uwarstwione (laminarne). Natomiast w przypadku niezerowej
dywergencji pole ma w punkcie x osobliwos¢.

i

7/»

Rysunek 1.14: Pole z osobliwoscig ($rodek okregow) oraz pole uwarstwione
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Dla bardziej precyzyjnego uzasadnienia sensu rownosci (1.62) rozpatrzmy kon-
kretne pole strumienia cieplnego q = (¢1, g2, g3). Wspélrzedna ¢; jest iloscia ciepla
przechodzaca w jednostce czasu w kierunku osi x; przez kwadrat o polu 1 umiesz-
czony prostopadle do kierunku z;. Wielkos¢ g_:(ﬁ wyraza przestrzenna zmiane tej
ilogci ciepta w kierunku z;. W przypadku jednowymiarowym, gdy strumien ma
posta¢ q = (q1(z1),0,0), rownos¢ (1.62) sprowadza sie do rownosci

dq
— =0 1.63
co oznacza, ze tyle ile ciepta weszto do punktu tyle i wyszlo.
Podobnie w przestrzeni tréjwymiarowej, trzeba tylko wzia¢ pod uwage strumien
cieplny we wszystkich kierunkach bazowych. Wielko$ci g—gz i g%z wyrazaja prze-
strzenna zmiane ilosci ciepta w kierunkach osi x5 i 3. Calkowita zmiana ilodci

ciepta przechodzaca przez punkt x wynosi
O | Oq | Ogs

0x; + Oxs + Oxs’

Jezeli w punkcie x cieplo nie powstaje i nie znika, to z prawa zachowania ciepta
wynika, ze ostatnie wyrazenie musi by¢ rowne zero. Odwrotnie, jesli dywergencja
wynosi zero, to w rozwazanym punkcie bilans ciepta jest zerowy, tzn. w tym punkcie
nic nie znika i nie powstaje.

Przyktad
Niech strumieni cieplny ma posta¢ pola wektorowego
X 1
q(x) = %ﬁ = %ﬁ(%; T, T3), (1.64)
gdzie qo jest stala, r = |x|. Wykorzystujac rownosé % = % (i = 1,2,3) obliczmy
pochodne
Jg; 0 [ 1 327
— B R — ). 1.65
Ox; qoaxi <r3> @ (r3 o ) (1.65)

Stad wszedzie oprocz poczatku uktadu wspotrzednych mamy
V.-q=0. (1.66)

W punkcie x = 0 mamy osobliwosé pola wektorowego, ktore zbadamy w rozdziale
1.8 za pomocy calki powierzchniowe;.

1.7.3 Wirowos§é

Wirowosé rézniczkowalnego wektorowego pola a jest wektorem

rota=V X a. (1.67)
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Dla wirowo$ci jest uzywane takze oznaczenie curl. W Mathematica operator wiro-
wosci oznacza sie przez Curl. W uktadzie kartezjanskim

i iy i3

— — | 92 90 94
rota=curla=V xa=| 5-75-7- | (1.68)

ap a2 as

Obliczenie wyznacznika prowadzi do wzoru

Vxa— aag _ 8@2 8@1 _ 8a3 (9a2 _ 8@1
N 8332 (9.1’37 (9:1;3 (9.1'17 8551 6.1'2

(1.69)

Analogicznie do (1.58) i (1.61) wirowo$¢ mozna wprowadzi¢ niezaleznie od uktadu
wspotrzednych nastepujaco:

V xa= lim L nxadsS. (1.70)
1DI—0 |D| Jap

Przyktlad
Obrot ciata statego wokot poczatku uktadu wspolrzednych jest opisany w rozdziale
1.5. Predko$é¢ liniowa punktu x ma posta¢ v = w X x, gdzie w jest predkoscia
katowg. Obliczmy wirowo$¢ pola predkosci V x v = V X (w x x) = 2w. Stad
wida¢ przewage wektorowego wprowadzenia predkosci katowej, ktora pokrywa sie
z wirowo$cia liniowej predkosci z doktadnoscia do wspotczynnika 2.

1.7.4 'Wzory na gradient, dywergencje i wirowos¢

Maja miejsce nastepujace wzory dla pola skalarnego ¢ i p6l wektorowych a, b

V x Vi =0, (1.71)
V-(axb)=b(Vxa)—a(V xb), (1.72)

V x (pa) = o(V x a) — a(V), (1.73)

%vyaﬁ —ax(Vxa)+(a Va, (1.74)
Vx(axb)=(a-V)b—(b-V)a+aV-b—bV-a (1.75)

Jesli pola zaleza od jednej zmiennej i maja posta¢ ¢ = p[f(x)], a = a[f(x)],
gdzie f jest rozniczkowalna, to

Volf(x)] = ‘fi—fmx)] V(). (1.76)
V- alf(x)] = ﬁj—]‘;‘wxﬂ Vi), (L.77)

27



Vv xalf(x)] = V(x) x 35 (x)); (1.78)
Via=V(V-a) -V x (V xa). (1.79)
Na przyktad ze wzoru (1.76) wynika
X 1 X
Vx|= >, v =% 1.80
MR YRR )

W obliczeniach przydatne sa wzory na podstawowe operatory rézniczkowe w in-
nych wspohrzednych. Od razu przytoczymy te wzory w Mathematica (szczegoly
patrz Czesé I1T). We wspotrzednych walcowych mamy

inf1):= Needs [" VectorAnalysis "]
in[2]:= SetCoordinates  [Cylindrical ]

ou2l= Cylindrical [Rr, Ttheta, Zz)
in[3:= Coor di nat eRanges []

ouzl= {0 = R <o, ~t<Ttheta<n -o<ZZ <}

in[4:= Jacobi anDet er m nant [, ]

outi4= Rr

mis= Grad[f [Rr, Ttheta, Zz]] /. {Rr »r, Ttheta -6, Zz -z}

fO.L0r g z]

r

outsi= {f 1O (r, e, zJ, FO0D e, 2]

6= a[Rr_, Ttheta , Zz 1 = {al[Rr, Ttheta, Zz], a2[Rr, Ttheta, Zz],
a3[Rr, Ttheta, Zz]};

7= Div[a[Rr, Ttheta, Zz]]1 /. {Rr »r, Ttheta » 96, Zz >z} //
Sinplify

1
oufr= — (al[r, e, z] +ra3®%b(r o, 7]+
r

22010 (1, 6, 7] 1 a1 00 (1, 6, 7))
ngl= Qurl [a[Rr, Ttheta, Zz1] /. {R* -1, Ttheta -6, Zz >z} //
Sinplify
a3(% L0 r o, z]

out[8]= {faZw’ OLr, e, 2]+ ,
r

al®0% by o 2] -a3®00 [ g 7],
a2(r, 6, z] -a1 @19 r o z]+ra2l:%09 1, o z]}

r
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info]:= Lapl aci an[f [Rr, Ttheta, Zz]] /. {Rr -»r, Ttheta -6, Zz -2} //
Simplify
f0.20 1 o, z]

[r, 6, z] + +
r2

outfg)= f 02

f (100 o z]

r

2007 g z]

Zapiszemy ostatni wzér w przyjemnej matematycznej postaci

10 (01, 125
vf_rar T@r +T2892+822. (1.81)

Analogicznie we wspotrzednych sferycznych otrzymujemy
inf1):= Needs [" VectorAnalysis "]
in[2:= SetCoordinates [Spherical ]

outj2]= Spheri cal [Rr, Ttheta, Pphi ]
in[3:= Coor di nat eRanges []

ou3l= {0 = Rr <, 0 <Ttheta <, -7 <Pphi <}
in[4]:= Jacobi anDet er m nant [, ]

outjal= Rr?2 Sin[Ttheta]
= Grad[f [Rr, Ttheta, Pphi]] /. {Rr »r, Ttheta -» e, Pphi - ¢}

fOLOr 6 ¢ GCscie]lf@0L(r, g ¢
out[5]= {f 1.0.0) v g, 9], [ ] . ad [ : }

r r
infe:= a[Rr_, Ttheta_, Pphi _] = {al[Rr, Ttheta, Pphi ], a2[Rr, Ttheta, Pphi],

a3[Rr, Ttheta, Pphi]};

inf7:= Div[a[Rr, Ttheta, Pphi]] /. {Rr »r, Ttheta -» 6, Pphi - ¢} //Sinplify

1
out[7]= 7(2 al[r, e, ¢] +a2ir, e, ¢] Cot [6] +

Csc[e]a3® %V ir, o, ¢] +a2® 19 (r, o, ¢]+ral™%%(r, o, ¢])

in[gl:= Curl [a[Rr, Ttheta, Pphil] /. {Rr -»r, Ttheta -6, Pphi - ¢} //Sinplif

a3[r, 6, ¢] Cot [6] -Csc[o] @a2@® 0D (r o, ¢] +a3 @ L0 r o, ¢]
OUt[S]: { r ’

a3[r, 6, ¢] -Csc[e]al® 0D (r o, ¢]+r a3 00 [r o ¢]

r
a2(r, 6, ¢] —~al® L0 r g, ¢] +ra2®00 1 g <z>1}
r
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info]:= Lapl aci an[f [Rr, Ttheta, Pphi]] /. {Rr -»r, Ttheta » 6, Pphi - ¢} //
Simplify

1 2£(0,0,2 0,1,0

7(Csc[e] fO02 70 6 ¢)+Coto]f Q@10 0r o ¢]+

r

FO200r, 6 ¢1+2rf®09r 6 ¢)+r2f 290, o ¢])

Out[9]=

Podobne obliczenia mozna wykona¢ w innych wspotrzednych wbudowanych w
Mathematica (patrz Help: VectorAnalysis/tutorial/VectorAnalysis).

1.8 Twierdzenia calkowe

W standardowym kursie analizy matematycznej sa podane nastepujace wzory cal-
kowe w postaci twierdzen.

Twierdzenie (Ostrogradskiego—Gaussa)
Niech w obszarze D C R?® z kawalkami gladkim brzegiem 0D funkcje skalarne P(x),

Q(x) i R(x) a takze ich pochodne g—fi(x), g—g(x), g—ﬁ(x) beda ciagle w domknieciu
D. Woéwczas zachodzi wzor

oP 0Q OR
\/D (83:1 + 8:172 + 8%3) dx

= / (Pcos(n,z1) + Q cos(n, z2) + Rcos(n, z3)) dS,
oD

(1.82)

gdzie (n, z;) jest katem pomiedzy wektorem normalnym n do 0D a osia x;.

We wzorze (1.82) z lewej strony wystepuje caltka potrojna, po prawej stronie -
powierzchniowa.

Twierdzenie (Stokesa)

Niech S bedzie gladka zorientowana powierzchniag w przestrzeni R® z brzegiem 0.9,
ktory jest zamknieta, regularng i gladka krzywa. Niech funkcje skalarne P(x), Q(x)
i'R(X) a takze 1ch pochodne g—g(x), g—i(x), g—ﬁ(x), g—g(x), g—ﬁ(x), g—g(x) beda
ciggte w domknieciu S. Wéwczas

s |\ Oz O S\ 1 Oxs Orp S\, T2
0 oP
+ (5

— — — ] cos(n, z3)|dS = / Pdxi + Qdxy + Rdxs,
8%1 8951 oD

(1.83)

gdzie n jest wektorem normalnym do powierzchni S.

We wzorze (1.83) z lewej strony wystepuje catka powierzchniowa, po prawe;
stronie - krzywoliniowa.

Napiszemy wzory (1.82) i (1.83) stosujac oznaczenia analizy wektorowej. Wpro-
wadzmy wektor-funkcje a = (P,Q, R). Wtedy podcalkowe wyrazenie w calce po
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lewej stronie (1.82) jest dywergencja pola wektorowego a czyli V-a. Natomiast pod-
catkowe wyrazenie w calce po prawej stronie (1.82) mozna rozpatrywa¢ jako iloczyn
skalarny wektorow a i n. Wobec tego wzor Ostrogradskiego—(GGaussa mozna zapisac

nastepujaco:
/V-adx:/ a-nds. (1.84)
D 8D

Analogicznie wzor Stokesa (1.83)

/a-ds:/(VXa)-dS, (1.85)
r S
gdzie dS = n ds.

We wzorze (1.84) przyjmijmy - kolejno a = (,0,0), a = (0,¢,0), a=(0,0,¢) i
zapiszemy trzy otrzymane skalarne wzory w postaci jednego wektorowego

/ Ve dx :/ on ds. (1.86)
D oD

Przyktad

Niech strumien cieplny ma posta¢ pola wektorowego q = @ przedstawionego
w Przyktadzie 4 wzorem (1.64). Wszedzie V- q = 0 oprocz punktu x = 0, gdzie wy-
stepuje osobliwos¢ pola wektorowego q. Dla badania typu tej osobliwosci otoczmy
ten punkt sfera Sy o promieniu ry ze Srodkiem w x = 0 i obliczmy caltkowity strumien
cieplny przez sfere S

/ q-nds= qo/ x '4X ds = 4mqy, (1.87)
So S0 To
poniewaz X - x = g oraz pole sfery Sy jest rowne [y ds i wynosi 477§, Jak wida,
wynik (1.87) nie zalezy od promienia ry, ktory moze by¢ nieskonczenie maty.

Jesli wzor Ostrogradskiego—Gaussa dla rozwazanej wektor—funkcji q bytby stusz-
ny, to mieliby$Smy

V- qdx = 4mq (1.88)
Do

dla kuli Dy o §rodku w zerze i o dowolnym promieniu r7o. Podobny wynik mieli§my
dla é—funkcji (patrz wzor Czesc I)

47rq0/ d(x) dx = 4mqp. (1.89)
Do

Wobec tego wynik obliczenia V - q ulega poprawieniu:

v (%) = 475 (). (1.90)

Oprocz tego z drugiego wzoru (1.80) mamy

X 1
W = —Vm. (1.91)
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Podstawiajac (1.91) do (1.90) otrzymujemy wzor na operator Laplace’a dla funkcji
1
Y=x-

V2|%I = —476(x). (1.92)

Stad funkcja y = ﬁ spelnia rownanie Laplace’a wszedzie z wyjatkiem zera, gdzie
wystepuje nieskoniczony skok, opisany przez d—funkcje.
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Rozdzial 2

Przewodnos$é cieplna

2.1 Rownanie przewodnosci cieplnej

Dla modelowania przewodnosci cieplnej potrzebne sa dwie podstawowe wielko$ci:
rozklad temperatury jako funkcja skalarna w = wu(x) oraz strumien cieplny jako
wektor—funkcja q = q(x), okreslone w pewnym obszarze D przestrzeni R?® z kawal-
kami gtadka powierzchnig brzegowa 0D.

Przewodnosé cieplna w jednym kierunku, czyli jednowymiarowa byta rozpatry-
wana w pierwsze] czesci ksigzki przy dodatkowym zalozeniu niezaleznosci od czasu.
Teraz rozpatrzmy proces niestacjonarny. Niech material bedzie izotropowy, tzn.
lokalnie material w kazdej ustalonej malej objetosci przewodzi cieplo jednakowo
w kazdym kierunku. Rozklad temperatury u = u(x,t) i pierwsza wspoélrzedna stru-
mienia cieplnego q(x) = (q1(x,1), ¢2(x,1), ¢3(x,t)) spelniaja prawo Fouriera (patrz
Czes¢ 1) w kierunku osi

ou
q1 = )\83:1, (21)
gdzie stata A\ nazywa sie wspotczynnikiem przewodnosci cieplnej i zalezy od mate-
riatu. W jednostkach SI wymiar [A] = = (wat na metr kelwin).
W dwoch innych kierunkach w materiatach izotropowych réwniez dziala prawo
Fouriera 5 9
U u

Zapiszemy trzy skalarne rowno$ci w postaci jednej wektorowe;j
q=—-\Vu. (2.3)

Jest to prawo Fouriera zapisane w przestrzeni trojwymiarowej. Czas nie odgrywa
tu roli.
Ciepto wtasciwe ¢ danego materiatu jest okreslone jako ilo$é ciepta, ktore jest
potrzebne do nagrzania albo schtodzenia jednostkowej masy materialu o jeden sto-
J

pieft. W jednostkach SI ma wymiar [c] = =% (dzul na kilogram kelwin). Wtedy

ilog¢ ciepta @) potrzebna do ogrzanie masy m o Awu stopni wyraza sie wzorem

Q = emAu = cpV Au, (2.4)
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gdzie p oznacza gesto$¢ materialu, V' - objetos¢ rozpatrywanego wzorca.

Rozpatrzmy na poziomie dyskretnym bilans cieplny w kierunku z; (proces jed-
nowymiarowy) w prostopadtoscianie o krawedzi dtugosci Az = b—a 7 tego kierunku
i polu S prostopadlym do osi z; (patrz rys. 2.1). Niech w ciagu czasu At przez
Sciane prostopadtoscianu x; = a wchodzi Q)1 ciepta, a przez Sciane x; = b wychodzi
(2. Tlosé ciepla pochlonietego przez cialo w kierunku x; w czasie At mozna policzy¢
wg wzoru

Q1 — Qs = —SAlAG, (2.5)

gdzie Aq oznacza roznice pierwszych wspolrzednych wektora strumienia cieplnego
w x1 = aix; =b. Znak minus w (2.5) uwzglednia kierunek strumienia cieplnego,
ktory jest ustalony na zewnatrz od rozwazanego ciala.

— —
— a b — ;1
— —

Rysunek 2.1: Jednowymiarowy przeptyw temperatury w kierunku 1

7 drugiej strony ta sama ilo$¢ ciepta Q)1 — Q)2 zostata zuzyta na ogrzanie ciala
zgodnie z regula (2.4)
Q1 — Qs = cpSAzAu, (2.6)

gdzie objeto$¢ prostopadloscianu wynosi V' = SAz. Z prawa zachowania energii
mamy

A A

—AtAq = cpAzAu, a wiec — A—z = CpKTtL'
Stosujac zasade przejscia ciggle <> dyskretne z (2.7), gdy Ax — 01 At — 0,
otrzymujemy

(2.7)

u
—5—;]1 = cp%. (2.8)
Rownanie (2.8) opisuje bilans ciepta w kierunku z1, gdy q = (q1,92,93) z ¢1 = ¢,
g2 = q3 = 0, tzn. ciepto wnika do ciata i uchodzi tylko przez dwie Scianki prostopadte
do osi z;.
Rozpatrzmy teraz ogdlny przypadek przeptywu ciepta. W wyniku uwzglednienia
przenoszenia ciepla takze w kierunkach xs i 3 rownanie (2.8) przyjmuje postaé

O, 0qa  Oqz\  Ou . _ Ou
(8x1+8x1+ax1 _Cp(‘?t’ czyli V q—cpat.

(2.9)
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Podstawienie (2.3) do (2.9) prowadzi do réwnania przewodnosci cieplnej

ou

yri a’V?u, (2.10)

gdzie stala a = \/Cz\p nazywa sie wspotczynnikiem temperaturowej przewodnosci albo
wspotczynnikiem termiczne; dyfuzji.
Przyjmijmy, ze w ciele znajduja sie zrodta i upusty ciepta. Wprowadzmy funkcje
w = w(x,1), ktora podaje ilos¢ powstaltego lub znikajacego ciepta w jednostce czasu
w jednostkowej objetosci wokol punktu x. Wtedy w bilansie ciepla (2.7) trzeba
uwzgledni¢ funkcje w. W rezultacie otrzymujemy réwnanie przewodnosci cieplnej
dla ciata ze Zrodtami i upustamsi:
N _ gz 4 Y (2.11)
ot cp
Uwaga
Rownania przewodnosci cieplnej (2.10) i (2.11) opisuja zjawisko przenikania cie-
pla z nieskonczona predkoscia. Trzeba tu odrozni¢ predkosé przenikania ciepta od
predkosci zmiany w czasie izotermicznej powierzchni u(x,t) = const. Skonczona
predkosé¢ przewodzenia ciepta prowadzi do zjawiska relaksacji |18, 23|.

Podajmy wlasnosci cieplne niektorych materiatow w jednostkach SI |7, str. 269]:

rodzaj materiatu A ¢ | temperatura (K)
tlen (Oy) 0.01833 | 011 200
0.02657 | 920 300
woda (H,0) 0.6089 | 4.183 300
sod (Na) 862 | 13.8 366.2
72.8 13.0 644.2
glin (Al) 373.2 - 373.2
423 — 873.2
drewno (wzdtuz stoi drewna) 0.126 — —
drewno (w poprzek stoi drewna) | 0.038 — -

2.2 Zagadnienia poczatkowe i brzegowe

Roéwnania przewodnosci cieplnej (2.10) i (2.11) w pewnym obszarze D opisuja moz-
liwe rozklady temperatury. Jednak kazdy proces zalezy od poczatkowych i brzego-
wych warunkéw. Ustalenie temperatury w czasie t = 0 bedziemy nazywaé¢ warun-
kiem poczgtkowym:

u(x,0) = f(x), x€ DUOID, (2.12)

gdzie f = f(x) jest znang funkcja w domknieciu D.
Warunek brzegowy Dirichleta polega na zadaniu rozktadu temperatury na brzegu

u(x,t) = g(x,t), x€aD, (2.13)
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gdzie g = g(x,t) jest znang funkcja na 9D.
Drugie zagadnienie polega na zadaniu normalnego strumienia cieplnego na brze-
gu
q(x,t) -n(x) = h(x,t), x€dD, (2.14)
gdzie h = h(x,t) jest znang funkcja na 0D. Za pomoca réwnosci (2.3) warunek
brzegowy (2.14) zapiszemy w postaci zagadnienia Neumanna
h(x,t)
A

Postugujac sie wzorem (1.53) napiszemy (2.15) jako warunek brzegowy na pochodna
normalng rozktadu temperatury

Vu(x,t) - n(x) = — , x€0D. (2.15)

ou _ h(x,1)
Na przyktad warunek 5
U

oznacza izolacje na brzegu 0D.
Wymiana ciepta na powierzchni moze by¢ bardziej skomplikowana. Zgodnie
z prawem Newtona wymiany ciepta na powierzchni mamy

)\g—z(x, t) + afu(x,t) —ug(x,t)] =0, x€aID, (2.18)

gdzie uy = ug(x,t) jest zewnetrznym rozktadem temperatury na brzegu, wspot-
czynnik « charakteryzuje wymiang ciepla z otoczeniem. Jesli § = 0, to ciepto nie
wychodzi na zewnatrz (a takze nie wchodzi), wiec otrzymujemy warunek izolacji
(2.17). Natomiast dla § = oo uzyskujemy warunek Dirichleta u(x,t) = uo(x, t).

W materiatach kompozytowych wazne jest postawienie warunkéw na powierzchni
kontaktu dwoch materialow o réznych fizycznych wtasnosciach. Niech dwa materialty
o przewodnosciach cieplnych A\ i Ay stykaja sie wzdtuz gtadkiej powierzchni S. Jesli
kontakt pomiedzy materialami jest idealny, to na powierzchni S wystapi rownosé
temperatur i strumieni normalnych po obu stronach powierzchni. Prowadzi to do

warunkéw sprzezenia

u=usy, qY -n=q?%-n, na 9D, (2.19)

gdzie u; i Y - n oznacza graniczne wartosci temperatury i normalnego strumienia
na brzegu S ze strony pierwszego materialu. Pozostale oznaczenia w (2.19) maja
podobny sens. Drugi warunek (2.19) mozna napisa¢ w postaci

ouy Ous
M— = Ao— D. 2.2
" on on J (2.20)
W przypadku nieidealnego kontaktu pomiedzy materiatami mamy
ou ou ou
/\18_1’11 + Oé[Ul — UQ] = 0, /\1a—n1 = )\26_1’12 na aD, (221)

gdzie wspolczynnik o charakteryzuje stopiern kontaktu podobnie jak w warunku
brzegowym (2.18).
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2.3 Funkcja Greena jednowymiarowego réwnania

Rozpatrzmy przypadek jednowymiarowego rownania przewodnosci cieplnej (2.10)

ou 0%

5 = Vg O <T <00, (2.22)

gdzie x = z;. Zauwazmy, ze jedli funkcje u(x,t) zamieni¢ na u(kz, k*t) ze stala k,

to réwnanie (2.22) nie zmieni si¢. Podstawiamy do u(kz, k*t) wielkos¢ k = ﬁ

(mozna to wykona¢ w Mathematica jak nizej)
= dufkx, k¥t] -a% o xulkx, k*t] 7/ Sinplify
ouf= k (@D [kx, k¥t]-a2u®9 [kx, k?t])

2= ufkx, k2t] /. k >

2aqt

X 1 }
2at 4a?

Out[2]= U [

W rezultacie otrzymali$my u(ﬁ, +), wydaje sie wiec uzasadnionym wprowa-
dzi¢ nowa zmiennag z = ﬁg i nowa funkcje zalezna od tej zmiennej

f(z) =u (%\/5 %) | (2.23)

W wyniku podstawienia (2.23) do rownania (2.22) uzyskujemy rownanie r6zniczkowe
zwyczajne i rozpatrujemy jedno z jego rozwigzan

]/. x>z2adt //Sinplify

2zFf'[z] +f"[z]
4t
inf4:= DSol ve[2zf’[z] +f""[z] =0, f[z], z]

Out[3]= -

outa= {{f 121 > Cr21 + %Wcm Erf (z]}}

insl:= Si mpl i fy[Erf [(z1/. z -> , Assunptions -» a >O]

2a\/t_

outjs]= Erf [

2a\/t_]
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Funkcja
2 (7 2
exf(z) i 2 / € de. (2.24)
0

T
nazywana jest catkq bleddw. Calki (2.24) nie mozna wyrazi¢ poprzez funkcje ele-
mentarne, a bytaby bardzo przydatna. Zgodnie z zasada Diraca-Zwanieckiego (patrz
Czes¢ I) matematycy zaszyfrowali przez oznaczenie erf to, czego nie mozna policzy¢
i bez oporow uzywaja erf tak jak na przyktad funkcji sin.

Nas interesuje pochodna funkcji erf po x

1 0 €T 1 22
G(x.t) = = — f| —— = T 12t 2.25
=12 [ (2 aﬂ i, (2.25)

ktora tez spelnia rownanie przewodnosci cieplnej (2.10):

1 X
mel= G[x_, t_, a_] = Eax Erf[ ]

Za\/t_

x2

67432t

2an At

7= 8 G[x, t, a] == a2 d, xG[x, t, a] // Sinplify

Out[6]=

ou[7]= True
ing:= G[X, t, a]

x2

e_“- a2t
out[gls ——
2a+n At
Rozwazmy funkcje @,,(z) (patrz rozdzial 6.5 Czesé 1)
O, (1) = %e_szQ. (2.26)
Jak wida¢ dla )
v (2.27)
mamy
D, (x) = G(z,1). (2.28)

Granica funkcji ®@,,, gdy m — oo, byla traktowana jako funkcja Diraca §. Ze wzoru
(2.27) wynika, ze m — oo < t — 0. Wobec tego funkcja G(z,t) dazy do d(x),
gdy t — 0. Funkcja d(x) modeluje zrodlo cieplne w punkcie z = 0 w zagadnieniach
stacjonarnych (patrz Czes¢ I). Zatem funkcja G(z,t) modeluje punktowe chwilowe
ogrzanie ciala dla czasu poczatkowego ¢t = 0 o jednostkowej wydajnosci w punkcie
x = 0. Wraz ze wzrostem czasu ,garb”’ rozkladu temperatury G(x,t) rozpltywa sie
do nieskonczonosci, co mozna zaobserwowa¢ na rysunku Out [9], a jeszcze lepiej za
pomoca animacji (operator In[10]).
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inel:= Pl ot [{G[x, 0.1, 11, G[x, 0.3, 11, G[x, 1, 11}, {x, -2, 2},
Pl ot Styl e -» Thi ck]

Out[9]=

in[10l:= Ani mat e [Pl ot [G[x, t, 1], {x, -1.5, 1.5}, Pl otRange -» {0, 5}],
{t, .01, 0.13]

Funkcje G(x,t) nazywamy funkcja Greena rownania przewodnosci cieplnej na
prostej. Za jej pomoca mozna rozwiazaé zagadnienie poczatkowe u(z,0) = f(x) dla
rownania (2.22) na calej prostej. Oczywiscie, ze w tej sytuacji warunkow brzego-
wych nie mamy, poniewaz ,przesunely sie w nieskoriczono$¢”, w ktorej zakltadamy

ograniczono$¢ strumienia cieplnego. Stosujac zasade przejscia cigglte <> dyskretne,
(e—£;)?
rozpatrzmy rozklad temperatury f(&)e 42 | ktory powstaje dla zrodla umiesz-

czonego w punkcie x = &; dla czasu ¢t = 0. Sumujac po wszystkich &; i przechodzac
do granicy, otrzymujemy szukany rozktad temperatury w postaci catki

@t =5 | o a (2.29)

u(z,t) = e~ 1t dE. )
207t J -

Mozna p6js$¢ za ciosem i poszukaé¢ podobnego rozwigzania w przestrzeni trojwymia-

rowej.

2.4 Metoda rozdzielonych zmiennych

W niniejszym podreczniku nie rozpatrujemy pytan istnienia i jednoznaczno$ci roz-
wigzan w oderwaniu od ich znaczenia. Przewaznie inzynier jest przekonany, ze
rozwazane zagadnienie ma jedyne rozwigzanie i jest zainteresowany w jego znale-
zieniu w postaci dokladnej, numerycznej albo graficznej. Skupimy sie na pytaniu
zbudowania doktadnych rozwigzan. Jedna z najmocniejszych metod uzyskiwania
rozwigzan jest metoda rozdzielenia zmiennych oparta na szeregach Fouriera.
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2.4.1 Sczeregi Fouriera

Szeregi Fouriera sg wyktadane w standardowym kursie analizy matematycznej. Wo-
bec tego krotko przedstawimy tylko wzory wykorzystywane w dalszej czesci pod-
recznika.

Niech funkcja f jednej zmiennej x bedzie okresowa o okresie T. Zalézmy, ze
funkcja ta ma co najwyzej skoniczong liczbe punktéw niecigglosci, oraz lewo- i pra-
wostronnie ciggla. Oprocz tego zalézmy, ze jest rozniczkowalna poza punktami
niecigglosci. Warunki na nakladane na funkcje f mozna ostabi¢. Czesto funkcje sa
rozpatrywane w przestrzeni L2. Przy wyzej opisanych zalozeniach

+ b, sin

2rkx . 2mkx (2.30)
7 )

1 Qo >
é[f(x—i-O)—l—f(cc—O)]:?jL; {ancos

Trygonometryczny szereg wystepujacy po prawej stronie (2.30) nazywa sie szeregiem
Fouriera. Oczywiscie, jesli o jest punktem cigglosci funkcji, to po lewej stronie (2.30)
wystepuje f(x).

Wspotezynniki Fouriera ay, i by, mozna wyrazi¢ przez f(x) w nastepujacy sposob

2rkx 2rkx

an = %/OTf(x) Ccos dr, b, = %/OTf(:c) sin dr. (2.31)

Niekiedy wygodniej stosowaé zespolong posta¢ szeregow Fouriera

1 o3 2rkx

§[f(x—|—0)+f(ac—0)]:nzzoocnexp{ T ], (2.32)
gdzie
I —21k

Cp = T/o f(z)exp [ ; w} . (2.33)

Wspoétezynniki a,,, b, i ¢, sa zwiazane pomiedzy sobg wzorami

1 _ 1 .

Cp = §(an —ib,), C_p= E(a” + iby,). (2.34)

Zatem zespolony szereg Fouriera (2.32) przedstawia funkcje rzeczywista, jesli ¢, =
C_p.

Maja miejsce tzw. réwnos$ci Parsevala:

1 400 +00 1 T
Sl ) = 3 e =g [ P e
W przypadku T' = 27 wzory teorii szeregéw Fouriera uproszczaja sie
1 o0
§[f(x +0)+ f(z —0)] = % + Z (ay, cos kz + b, sinkz) , (2.36)
n=1
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1 [7 1 [7
an = —/ f(z)coskx dz, b, =— f(z)sinkz dz. (2.37)
TJ . TJ .

Na mocy okresowosci catkowanie w (2.37) moze przebiega¢ wzdluz dowolnego od-
cinku o odlegtosci 27.

Dla funkcji parzystych na odcinka (—7, 7) mamy by = 0, dla nieparzystych a; =
0.

Szereg Fourira (2.30) ( albo(2.36)) mozna traktowaé jako rozktad funkcji wedtug
bazy {1,coskz,sinkx} (k = 1,2,...). Niekiedy wygodniej bra¢ baze {1,coskz}
lub {sin kz}. Podstawa takich ucietych szeregoéw jest rozpatrywanie funkcji na od-
cinku (0, 7), co zawsze mozna wykonaé przez liniowa zmiane argumentu, z dalszym
sztucznym przedtuzeniem funkcji na (—m,0) w sposob parzysty lub nieparzysty.

Bardzo duzo przykladow rozwinie¢ funkcji w szereg Fouriera mozna otrzymac
bezposrednio przez podane w niniejszym rozdziale wzory lub korzystajac z operato-
row typu FourierSinCoefficient wbudowanych w Mathematica.

Przyktlad
Przedstawmy funkcje okresowa f dang wzorem

-1 Sin[x]1<0
infag:= fIx_1 = { 1 Tr ue

Rysunek 2.2: Wykres funkcji f

w postaci szeregu Fouriera sinusow. Jej wykres przedstawiony jest na rysunku 2.2.
Za pomocy operatora FourierSinSeries wyznaczymy rozwiniecie dwunastego stop-
nia.
in[2:= Fourier SinSeries[f [x], x, 12]

4Sin[x] 4Sin[3x] 4Sin[5x] 4Sin[7x] 4Sin[9x] 4Sin[l1lx]

out[2]= + + + + +
7T 3 5r 7 9 117

Zdefiniujmy funkcje, ktora bedzie rozwinieciem w szereg stopnia n.
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3= T1[x_, n_] :=FourierSinSeries[f[x], x, n]

Na rysunku 2.3 znajduja sie przyktady wykreséw rozwinie¢ funkcji f. Charaktery-
styczny sposob w jaki zachowuje sie aproksymacja funkcji nazywany jest efektem

Gibbsa. Im wieksze przyblizenie, tym bardziej widoczna jest wyrazna oscylacja
wykresu wokot punktow niecigglosci.

A y A y
/f\d / N J /\\\\ n: 5 “"A\\J/A\/\/\/\/\/\/ﬂ\/\/\\] n: 20
| |
0 | X 0 | X
\ g / N /’T\J/f ‘&f \,“/\/\/\/\N\,A\’/“
A y A y
e - ,» | n=150
|
|
3 | % 0 5
| |
I |

Rysunek 2.3: Wykresy funkcji y = fi(x,n) dla n = 5,20, 50, 150

2.4.2 Poczatkowe zagadnienie na odcinku

Rozpatrzmy zagadnienie przewodnosci drutu o danej dtugosci przy utrzymanej statej
temperaturze na jego koncach. Poczatkowy rozktad temperatury jest znany.

Na poczatek odnotujmy kilka uwag o procesie modelowania opisanym w CzesSci
[. Geometrycznie drut przedstawiamy jako dlugi walec, na przyktad o przekroju ko-
towym. Warto sie zastanowié, co to znaczy ,dhugi”. W matematyce takiego pojecia
nie ma. Natomiast jeden odcinek moze by¢ dluzszy od drugiego. W rozwazanym
przypadku dlugosé¢ walca (¢) jest zacznie wieksza od jego promienia (r). Fizycy
pisza to tak ¢ >> r. Matematycznie jest to zwigzane z granica limrﬁof = +o00, ale
doktadny opis tej granicy wymaga sporo zachodu. Natomiast pojecie £ >> r jest
wystarczajaco przejrzyste i tak naprawde matematycznie wprowadzona nieskonczo-
no$¢ dla fizyka moze wynosi¢ 10.

Wprowadzenie wspohrzednych nie sprawia klopotu. Konce drutu umieszczamy
w koncach przedziatu (0, ¢) osi z; czas poczatkowy bierzemy jako zero. Niech u(x,t)
oznacza szukany rozktad temperatury, okreslony 0 < zy < ¢it > 0. Czy roz-
ktad temperatury nie zalezy od wspotrzednych zo i z37 Jesli nie, to rozktad tem-
peratury jest funkcja tylko zmiennych x; i . OdpowiedZ na pytanie jest zwigzana
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z mozliwoscig wymiany ciepta przez boczna powierzchnie drutu. Jezeli ten przeptyw
nie jest istotny, co mozna oszacowaé przez energie, to mozna przyjaé zatozenie, ze
u = u(wy,t). Niech warunek ten bedzie spelniony. Wowczas najprostszy model
prowadzi do nastepujacego zagadnienia. Wyznaczy¢ funkcje v = u(z,t) (zamiast
x1 piszemy z) spelniajaca jednowymiarowe rownanie przewodnosci cieplnej (patrz
rownanie (2.10))

%:az%, O<z</l t>0. (2.38)
Funkcja u spelia warunki brzegowe
w(0,t) =u(¢,0) =0, t>0 (2.39)
oraz warunek poczatkowy
u(z,0) = p(x), 0<z </, (2.40)

gdzie ¢ = ¢(z) jest znang funkcja, na przyklad ¢ € C*[0,/].

Brzegowy warunek (2.39) zawiera zero zamiast innej stalej. Tu uproscilisémy
zagadnienie ze wzgledu na to, ze temperatura jest okreslona z doktadnoécia do stalej
addytywnej, ktora mozna bedzie dodaé¢ na koncu.

Fizycznie i matematycznie zagadnienie (2.38)—(2.40) jest poprawnie postawione.
Przechodzimy do jego rozwigzania metoda rozdzielonych zmiennych. Metoda polega
na znalezieniu specjalnych rozwiazan rownania (2.38), w ktorych szukana funkcja
ma postac iloczynu

u(z,t) = X(x)T(t), (2.41)

gdzie X = X (z) jest funkcja tylko zmiennej x, T = —T(t) tylko zmiennej t. Przy
czym funkcja u = u(x,t) spelnia warunki brzegowe (2.39), co po podstawieniu do
(2.41) daje

X(0)=X(¢) =0. (2.42)

Podstawiamy (2.41) do (2.38)
T' )X (z) = a®T(t) X" (). (2.43)

Zapiszemy (2.43) w takiej postaci, zeby po lewej stronie wystepowata funkcja zalezna
tylko od ¢, a po prawej stronie tylko od z, tzn. rozdzielimy zmienne
L7'(t)  X"(x)
a2 T(t)  X(z)

(2.44)

Ze stala a® mozna postepowaé w sposob jak sobie zyczymy. Sprowadzilismy tutaj a?
do zmiennej t. Po lewej stronie wystepuje funkcja zalezna tylko od ¢ czyli niezalezna
od x. Po prawej stronie - funkcja zalezna tylko od x czyli niezalezna od t. Wobec
tego wyrazenie okreslone wzorem (2.44) nie zalezy ani od z, ani od t czyli jest stala,
ktora oznaczamy przez —A. Znak minus nie odgrywa roli, bo jak go tu nie bedzie, to
pojawi sie pézniej w innym miejscu. Otrzymujemy wiec dwa rownania rozniczkowe
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X"(z)+ XX () =0, 0<ax</{, (2.45)

T'(t) +Xa®T(t) =0, t>0, (2.46)

przy czym rownanie (2.45) spelnia warunki brzegowe (2.42). Zagadnienie (2.45),
(2.42) jest znane jako zagadnienie spektralne [25]. Rozwiazujemy go za pomoca
komputera. Wprowadzenie calego zagadnienia wprost nie daje niezerowego rozwig-
zania

in[1:= DSolve [{X" [x]+XX[x] ==0, X[0] ==0, X[l ] ==0}, X[x], x]
outf1= {{X[x] = 0}}

Zwiazane jest to z tym, ze Mathematica probuje rozwiaza¢ réwnanie z dowolng
stata A, lecz my potrzebujemy wyznaczy¢ takze A, dla ktorych zagadnienie ma nie-
zerowe rozwiazanie. Sprobujemy w inny sposob:

inf2:= DSolve [{X" [x] +xX[x] =0, X[0] =0}, X[x], x]
ou= {{X[x] - C[2] Sin[x VA |}}
in@:= DSolve [{X" [x]+AX[x] =0, X[I] =0}, X[x], x]

oufa= {{X[x] - C[2] Sin][x VA ] -C[2] Cos[x /2] Tan[l ﬁ]}}

inf4:= Si mplify [Reduce[Si n[l \/7] = 0, .7L], Assumptions » 1 >0&&A > O]

outa= C[1] elntegers&&[[ C[1]%2 =C[1] &&1? A =4 7 C[l]z) N

(\/(1+2C[1]>2 =1+2C[1] && 12 X == <n+2ncm)2))

To juz wyglada lepiej. Podstawienie x = 0 prowadzi do rownania sin(v/A¢) = 0
o niewiadomej A, ktorego rozwigzania maja postac

2
An:<%”) =12, (2.47)

Wowcezas n
X,(x) = sin - (2.48)

Z rownania (2.46) otrzymujemy przez standardowg metode rozdzielenia zmiennych
dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych

T (t) = e~ @t (2.49)
Wynik ten mozna takze otrzymac¢ przy pomocy komputera

5= DSolve [{T' [t1+a®AT[t] =0}, T[t], t]

out[5]= {{T[t ] = e’azt A C[1] }}
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Utworzmy z rozwiazan X, (x)T,(t) szereg z nieokreslonymi wspotczynnikami vy,

u(z,t) = Z e~ At sin %x (2.50)
n=1

Funkcja u = wu(z,t) spelnia warunki brzegowe (2.42), poniewaz jest liniowa kom-
binacja takich funkcji. Pozostalo wyznaczy¢ a,, w taki sposob, zeby spelniony byt
warunek poczatkowy (2.40). Stad mamy

u(x,0) = Zan sin W—énx (2.51)
n=1

Funkcja ¢ = ¢(x) przedstawiona w postaci szeregu Fouriera w przedziale (0,7)
wedlug sinusow (patrz wyjasnienia pod koniec poprzedniego rozdziatu)

= . ™
o(z) = ;gpn sin -z, (2.52)
gdzie
2 [ . TN
pn=7 [ p(©sin Tl de. (2.53)
0

7 jednoznacznosci przedstawienia funkcji w postaci szeregu Fouriera wynika, ze
Q= @n. Zatem (2.50) jest dokladnym rozwiagzaniem zagadnienia w postaci sze-
regu Fouriera. Mozna udowodnié zbieznos$¢ szeregu (2.50) standardowymi metodami
analizy matematycznej.

Przyktad
Niech ¢(x) = x oraz | = 2w. Korzystajac z powyzszej metody wyznaczymy wspol-
czynniki «,, dla funkeji (2.50).

In[1:= ¢[X_] =X

1
in[2:= Fouri er Si nCoef fi ci ent [d)[x], X, n, FourierParaneters - {1, E}]

4 (-1)"
n

out[2]= -

Wynik In[2] mozemy takze otrzymaé ze wzoru (2.53).

1 2
In[8:= ¢n = Si n‘plify[—j o [E] S n[g §] dg, Assunptions -»n el ntegers]
7 Jo
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Wowczas

= ULX_, t_1 = i%e‘“ﬂt Si n[ﬂx]

Out[4]= i

n=1

n=1

4 (-1)N g2t An Gj n[

nx
2

)

n

27
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Rozdzial 3

Roé6wnanie Laplace’a

3.1 Metoda potencjaléw zespolonych

3.1.1 Funkcje analityczne a réwnanie Laplace’a

Niech D bedzie obszarem na plaszczyznie C = C U {co} zmiennej zespolonej z =
x + 1y, gdzie dla zmiennych przestrzennych przyjete sa oznaczenia x1 = x i x5 = y.
Zgodnie z definicja funkcji analitycznej f(z) = u(z) +iv(z) w D czeSci rzeczywista
u(z) 1 urojona v(z) spelniaja w D warunki Cauchy—Riemanna

ou Ov Ou v

—_ =, —=-—— (3.1)

or 0Oy 0Oy ox
Funkcja analityczna w D jest nieskonczenie wiele razy rozniczkowalna w D i lokalnie
w dowolnym kole {z € C: |z — z| < r} C D przedstawiona w postaci bezwzglednie
i jednostajnie zbieznego szeregu Taylora

F(2) =Y fulz = 20)" (32)
k=0
Jesli zp = oo, to zamiast (3.2) trzeba rozpatrzy¢ szereg

=32 (3.9

z

Zwiazek pomiedzy funkcjami analitycznymi i harmonicznymi wynika z nastepuja-
cej obserwacji. Rozniczkujemy pierwsza rownoscé (3.1) wzgledem z, druga wzgledem
y i dodajemy. W rezultacie otrzymujemy rownanie Laplace’a

ou?  ou?

2 + 8_3/2 =0, (3.4)

tzn. cze$é rzeczywista dowolnej funkcji analitycznej spelnia ré6wnanie La-
place’a. Podobny wniosek mozna wyciagnac¢ dla czesci urojonej v.
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3.1.2 Obszar jednospdjny

3 Twierdzenie
Niech D bedzie obszarem jednospéjnym. Dowolna funkcja harmoniczna u okreslona
w D moze by¢ przedstawiona w postaci czesci rzeczywistej pewnej funkcji analitycz-

nej f okreslonej w D
u(z) = Re f(z), z€D. (3.5)
Funkcja f = f(z) jest okreslona jednoznacznie przez funkcje u = u(z) z dokladnoscia

do czysto urojonej addytywnej statej.

Dowod mozna poda¢ w oparciu o teorie rownan rozniczkowych. Niech be-
dzie dana funkcja u harmoniczna w obszarze D. Ze wzgledu na warunki Cauchy—
Riemanna dla okreslenia funkcji v rozpatrzmy uktad réownan rézniczkowych

ov ov
— =P, —=0Q, 3.6
ox oy @ (3.6)
gdzie funkcje P = —‘g—z iQ = g—; sa znane. Rozwazany uklad ma rozwiazanie,
poniewaz spetniony jest warunek
oQ 0P
<= 3.7
ox oy (3.7)

ktory pokrywa sie z rownaniem Laplace’a (3.4). Przypomnijmy schemat rozwiaza-
nia uktadu (3.6) z teorii rownan rozniczkowych. Caltkujac pierwsza rownosé (3.6)
wzgledem z otrzymujemy

v = / P(z,y)dz + ¢(y), (3.8)

zo
gdzie funkcja ¢ = ¢(y) zmiennej y jest rozwazana jako stata catkowania po x; g
jest dowolna stala. Podstawiamy (3.8) do drugiego rownania (3.6). Otrzymujemy
réwnanie rézniczkowe o niewiadomej ¢(y)

T OP
5 a—ydx +¢'(y) = Q. (3.9)
Na mocy (3.7)
/ ©0Q
Py)=Qz.y) — | F de=Q(z,y) = Qz,y) + Qlzo,y). (3.10)
Stad y
o) = [ Q)i (3.11)
Yo

gdzie yo jest dowolna stata. Podstawiamy (3.11) do (3.8)
@ y
o) = [ Plagdn+ [ QGydy (3.12)
Zo Yo
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Zmiana statych z i yy odpowiada dodawaniu do (3.12) dowolnej stalej. Zatem
catka (3.12) zawiera jedna dowolna stala addytywna. Wzor (3.12) mozna traktowac
jako catke krzywoliniowa wzdtuz krzywej sktadajacej sie z dwoch odcinkow (patrz
rysunek 3.1)

Y

Yot

Y

Rysunek 3.1: Droga catkowania w (3.12)

Twierdzenie zostalo udowodnione.

3.1.3 Obszar wielosp6jny

W przypadku obszaru wielospojnego twierdzenie 3 wymaga modyfikacji. Pomoze
nam tu zespolony logarytm. W teorii funkcji zespolonych wprowadza sie dwa typy
funkcji logarytmicznej: wielowartosciowa Log i jednowartosciowa log. Funkcja log
jest zdefiniowana jako pewna gataz funkcji Log.

Logarytm jest funkcja odwrotna do funkcji wyktadniczej. Najpierw opiszemy
funkcje wyktadnicza. Dla zmiennej zespolonej w = £ + in funkcja wyktadnicza jest
okreslona wzorem

et = e%(cosn + isinn), (3.13)

opartym na wzorze Eulera '
el = cosn + isinn. (3.14)

Funkcja e* przeksztalca pas P = {w € C : =7 < Im w < 7} na plaszczyzne
zespolona zmiennej z = z + iy z cieciem wzdtuz ujemnej polosi prostej rzeczywistej
v:={2€ C: -0 <z <0,y =0}. Za v mozna byloby wzia¢ dowolna krzywa,
laczaca punkty 2 = 01 2z = oo. Ale po wyborze v wybrano, juz nie mozemy zmieniaé
ciecia czyli galezi w trakcie obliczen. Obrazami odcinkow {c+in € C: —m < n <
7w} C P przy ustalonym c sg okregi o promieniu e¢ z usunietym punktem (—e¢, 0).
Obrazami prostych { +ic € C: —o0o < £ < 0o} C P sa polproste o poczatku w
(0,0) i nachylone do osi = pod katem c.
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Rysunek 3.2: Przeksztalcenie konforemne z = e“ pasa P na plaszczyzne zmiennej z
z cieciem wzdluz ujemnej potosi prostej rzeczywistej

7 wtasnosci funkceji wyktadniczej wynika, ze dla utworzenia funkcji odwrotnej do
z = e, nalezy ustali¢ pas ze zbioru P + 27k (k € Z). Wowczas jednowartoSciowa
funkcja odwrotna do z = e" bedzie poprawnie okreslona.

Logarytm liczby zespolonej z jest definiowany jako funkcja wielowarto$ciowa

Log z := log |z| + iArg 2, (3.15)

gdzie Arg z = argz + 27k (k € Z) jest wielowartosciowym argumentem liczby z.
Funkcje arg z okresla sie wzorem arg z = 6 (patrz rysunek ponizej).

A Imz

(. :
‘\o ﬂ Rez

Rysunek 3.3: Argument liczby z

Kazdej liczbie zespolonej mozna przypisa¢ argument z przedziatu (—m, 7| jak
pokazano na rysunku 3.3. Taki wyboér argumentu odpowiada wbudowanej w Ma-
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thematica funkcji Arg (uwaga: Arg w Mathematica odpowiada arg w analizie ze-
spolonej).

Mozna bytoby moéowi¢ o funkcji Log z bez zadnych cie¢, ale wtedy na odpowied-
niej powierzchni Riemanna. Niech z = re?| gdzie —7 < 0 < 7. Zalézmy, ze z
zmienia sie poprzez ruch wzdluz okregu |z| = r. Po zatoczeniu pelnego okregu z
wréci do punktu wyjscia, natomiast warto$¢ kata 6 zmniejszy sie o 2, jezeli ruch
odbywal sie w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara (w przypadku ruchu
przeciwnego 6 zwiekszy sie o 2m). Wowczas, zgodnie z (3.15) wartosé Logz ule-
gnie zmianie. Jezeli powyzsza operacje powtorzymy m razy, gdzie m € Z (m < 0
kojarzymy z obrotem zgodnie ze wskazowkami zegara, a m > 0 - przeciwnym), to
warto$¢ logarytmu wyniesie logr + ¢ (arg z + 2mm). Zatem Log z posiada nieskon-
czenie wiele galezi jednoznacznosci, co wiecej z dowolnej z nich mozemy przej$¢ w
sposoOb ciggly do innej. Ten fakt nasuwa idee nastepujacej konstrukcji. Wykonajmy
ciecie ptaszczyzny zespolonej wzdluz Re z < 0 tak, aby ,,gorny” brzeg ciecia nalezal
do ptaszczyzny, natomiast ,dolny” nie. Kazdej galezi funkcji Log 2 przypiszmy po-
wstaly w ten sposob zbior (kazda gataz jest na nim funkcja jednoznaczna). Nastepnie
potaczymy goérny brzeg ciecia plaszczyzny m z dolnym brzegiem ciecia plaszczyzny
m + 1. Przeprowadzajac te operacje dla kazdego m € Z otrzymamy powierzchnie,
ktora nazywamy powierzchnig Riemanna funkcji Logz. Na tej powierzchni funkcja
Log z jest jednowartosciowa (w punktach z = 0 oraz z = oo nie jest okreslona).

Rysunek 3.4: Powierzchnia Riemanna funkcji Log

Twierdzenie

Niech obszar D bedzie obszarem wielospdjnym (patrz rys. 3.5). Niech jego brzeg
0D sklada sie z prostych zamknietych krzywych 0Dy (k = 1,2,--- n) ogranicza-
jacych obszary jednospéjne oraz zewnetrznej krzywej 0Dy. Obszary Dy, D i Dy
(k=1,2,--- ,n) wypelniaja cala plaszczyzne. Niech z; bedzie dowolnie wybranym
punktem wewnatrz obszaru Dy. Wtedy dowolna funkcja harmoniczna u okreslona
w D moze byé przedstawiona w postaci

u(z) = Re f(2) + »_ Aglog|z — %], z€D, (3.16)
k

gdzie f - funkcja analityczna w D, Ay - pewne stale rzeczywiste. Funkcja f jest
okreslona jednoznacznie przez funkcje u = u(z) z doktadnosciag do dowolnej czysto
urojonej statej addytywnej.
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Rysunek 3.5: Ilustracja obszaru wielospojnego dla n =5

Logarytmiczne wyrazy w (3.16) powstaja z powodu ewentualnej wielowartoscio-
wosci czesel urojonej v(z, y) ze wzoru (3.12). Na poczatek podobne ograniczenie jest
nalozone na funkcje u = u(x,y), poniewaz ta funkcja jest potencjalem, majacym
konkretny sens fizyczny. Na przyklad, temperatura jest jednoznacznie okreslona
w dowolnym punkcie obszaru. Natomiast funkcja v = v(x,y) jest pomocnicza i nie
wymaga sie jej jednoznacznosci.

Niech przyrost funkcji v = v(z,y) wzdluz zamknietej krzywej L wynosi %.
W dowolnym obszarze jednospéjnym nalezacym do D catka (3.12) nie zalezy od
drogi catkowania i moze by¢ przeksztatcona do catki wzdtuz krzywej, taczacej punkty

20 = X9+ 1Yo 1 2 = = + 1y, homotopijnej z krzywa Ly w D.

Rysunek 3.6: Dwie krzywe nazywamy homotopijnymi w obszarze D, jezeli istnieje moz-
liwos¢ ciagtej deformacji wewnatrz D jednej w drugg. Na rysunku parami homotopijnych
krzywych sg: ly i3 oraz l4 1 l5. Natomiast relacja homotopijnosci nie zachodzi np. miedzy
krzywymi [y i lo

Czes¢ urojona funkeji log(z — z;) posiada skok 27w przy obrocie wzdluz krzywe;

Ly. Wobec tego poprawiona funkcja v(x,y) — ApIm log(z — zx) ma skok zerowy
wzdtuz Ly. Te poprawki akurat wystepuja we wzorze (3.16).
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3.1.4 Potencjaly zespolone

Istnieja dwie podstawowe mozliwosci wprowadzenia potencjatow zespolonych dla
opisu zjawisk zwiazanych z rownaniem Laplace’a.

Potencjaly zespolone przewodnosci cieplnej

Stacjonarny przeplyw ciepta w obszarze jednospdjnym D jest opisany przez strumien
cieplny q = (q1, ¢2) i rozklad temperatury u zwiazanych roéwnaniami (patrz rozdziat
2.1)

q=-AVu, V.q=0. (3.17)

Rozktad temperatury spelnia rownanie Laplace’a (3.4). Na mocy twierdzenia 3
rozklad temperatury ma przedstawienie

u = Re f(z) (3.18)

gdzie funkcja f analityczna w D. Zapiszemy wystepujace wektory w postaci wiel-
kosci zespolonych
q=(q,q2) = q +ig. (3.19)

7Z pierwszego wzoru (3.17) mamy

(3.20)

0 0
Q1+iQQ:—)\<u U)

8_[E+Za_y

7 analizy zespolonej wiadomo, ze pochodna analitycznej funkcji f moze by¢ przed-
stawiona w postaci

B ou Ou

fle) =5~ i3y (3.21)

Wobec tego otrzymujemy zespolone przedstawienie strumienia cieplnego

q1 + iQQ = —)\f/(Z), (3.22)

gdzie kreska oznacza zespolone sprzezenie. Zatem dowolna funkcja analityczna
f(2) = u + iv opisuje przeplyw ciepta za pomoca wzorow (3.18), (3.22). W przy-
padku obszaru wielospojnego nalezy uwzgledni¢ logarytmiczne poprawki z twierdze-
nia 4.

Przyktlad

Rozpatrzmy stacjonarny jednokierunkowy przeplyw ciepta na plaszczyznie, mode-
lowany przez potencjal zespolony f(z) = z. Ze wzorow (3.18), (3.22) wynika, ze
rozklad temperatury ma postac¢ u(z,y) = Re z = z, strumien cieplny q = —\(1,0).
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Rysunek 3.7: Przeplyw ciepta na plaszczyznie, modelowany przez potencjal zespolony
f(z) = z. Wektor q = (—A,0) okresla strumieni ciepta w kazdym punkcie ptaszczyzny.

10 Przyktad
Rozpatrzmy zagadnienie przeplywu ciepta w rurze, ktore ma sieczna pierScienia
ro < |z] < 11 ma na obwodzie zewnetrznym temperature Tp, na wewnetrznym
temperature 77 (Rys. 3.8).

ImzA

(@) lo 1 RgZ

Rysunek 3.8: Sieczna rury

Bedziemy szukaé¢ rozkladu temperatury w postaci
T(z) = Alog|z| + B. (3.23)
Z warunkow brzegowych T'(rq) = T1 1 T(1) = T, wynika, ze

-1,
log g

T(z) = log |z| + 1. (3.24)



Rozklad temperatury w rurze jest pokazany na wykresie z rysunku 3.9.

A T(2) ()

Ty

O
-
o
e -
N

Rez

Rysunek 3.9: Wykresy rozktadu temperatury w rurze

Linie v(z,y) = cczylilm f(z) = ¢, gdzie ¢ jest stala, tworzg rodzine linii. Pole
wektorowe Vv jest prostopadte do odpowiednich wektoréw pola Vu, poniewaz z wa-
runkéw Cauchy-Riemanna (3.1) wynika, ze

Vu-Vv =0. (3.25)

To znaczy, ze rodzina linii v(z,y) = ¢ jest prostopadta do rodziny poziomic u(zx,y) =
c i te linie sg liniami pola wektorowego Vu. Stad wida¢, ze przeptyw ciepta zachodzi
wzdtuz linii v(z,y) = ¢, ktore nazywane sa liniami produ.

Wzory (3.18), (3.22) sa stuszne tez przy opisie innych zjawisk (dyfuzja, osrodki
porowate) zwiazanych z rownaniem Laplace’a.

Potencjaly zespolone w przeplywie potencjalnym cieczy idealnej

Ptaski stacjonarny potencjalny przeplyw cieczy idealnej w obszarze jednospojnym
D ma miejsce, gdy ciecz w tym obszarze nie ma 7zrodel i upustow i przeplyw jest
bezwirowy. Te dwa warunki moga by¢ opisane za pomoca rownan

V-u=0, Vxu=0, (3.26)
gdzie u = (u1, uz) jest predkoscia cieczy. Zapiszmy warunki (3.26) nastepujaco:

8u1 8u2 8u2 8U1
—_— + — = — — — = 0. .2
Ox + oy 0 oxr Oy 0 (3:27)

Wprowadzamy funkcje zespolona ¢(z) = ui(z,y) — tus(z,y), gdzie z = x + iy. Jak
wida¢, rownosci (3.27) mozna traktowa¢ jako warunki Cauchy—Riemanna (3.1) dla
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funkcji ¢ = ¢(2), jest wiec ona analityczna w D. Wobec tego wektor predko$ci u
mozna przedstawi¢ jako
u = uy + ug = p(2). (3.28)

Funkcja ¢ = ¢(z) moze byé¢ przedstawiona jako pochodna pewnej innej funkcji
analitycznej p(z) = f/'(2); wowczas f(z) = p(z) +iq(z). Wyrazenie f’(z) nazywa sie
zespolong predkoscia, p(z) - potencjalem, poniewaz

dp .0p

f'(z) = p + @a—y = Uy + ius. (3.29)

Podobny opis ma miejsce w elektrostatyce, gdy prad elektryczny j i natezenie
pola elektrycznego e spelniaja rownania

V-j=0, Vxe=0, j=oe, (3.30)

gdzie stata o oznacza wspotczynnik elektrycznej przewodnosci rozwazanego mate-
rialu. Podstawienie trzeciego rownania (3.30) do drugiego daje rownania (3.26)
wzgledem j.

Uwaga

W standardowym kursie analizy matematycznej udowadnia sie, ze w obszarze jed-
nospéjnym bezwirowe pole jest gradientem pewnego skalara, tzn. jesli V xe = 0, to
istnieje potencjal ¢, taki ze e = V. Stad dwa sposoby wprowadzenia potencjalow
zespolonych sa rownowazne. Trzeba uwaza¢ na znaki we wzorach (3.17) i (3.30):
minus przy A i plus przy o. Oprocz tego trzeba bra¢ pod uwage, ze na przykltad
funkcja log z jest wielowarto§ciowa w pierécieniu o $rodku w zerze, natomiast jej
pochodna % jest jednowartosciowg analityczng funkcjg.

3.2 Rozwiazanie zagadnien brzegowych dla obsza-
réw kanonicznych

Nie ma ogodlnych wzoréw na rozwiazanie zagadnien Dirichleta (2.13) i Neumanna
(2.16) dla ogolnych rownan roézniczkowych o pochodnych czastkowych. Natomiast
sa znane i wystarczajaco dobrze opracowane metody numerycznego rozwigzywania
takich rownan. Jednak istnieje kilka przypadkoéw obszaréw, gdy rozwiazanie zagad-
nien mozna podaé¢ dokladnym wzorem. Te obszary sa kotem, polptaszczyzna, elipsa
itp. na plaszczyznie i kulg, polprzestrzenig, warstwa itp. Obszary te zwykle nazy-
wane sg kanonicznymi. Dla réwnania Laplace’a na plaszczyznie sytuacja jest jeszcze
bardziej dogodna, bo mozna stosowa¢ funkcje analityczne.

W niniejszym rozdziale opiszemy rozwigzanie zagadnienia Dirichleta dla kota
o promieniu 7 i §rodku w zerze. Wyznaczy¢ funkcje u = u(z,y) harmoniczna w
kole i ciagta w domknieciu kota, jesli znane sg wartosci brzegowe tej funkcji. Niech
z = x+1y bedzie zmienng zespolona. Wowczas zagadnienie Dirichleta mozna zapisa¢
W postaci

u(z) = f(2), |z|=m, (3.31)
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gdzie f(z) = f(re?) jest znana ciagla funkcja zmiennej zespolonej z na okregu
|z| = r lub zmiennej rzeczywistej § € (—x, 7], co wychodzi na to samo. Rozwigzanie
zagadnienia Dirichleta (3.31) ma postaé

/f ‘ T_|Z|2| o, |z| <r. (3.32)

Wzor (3.32) nazywa sie wzorem Poissona. W dalszej czesci tego rozdziatu bedzie
podane uzasadnienie tego wzoru oraz wypisane inne wzory bez uzasadnienia.

Dowdd opiera sie na przedstawieniu harmonicznej funkcji v = u(z) jako czesci
rzeczywistej pewnej funkcji analityczne]

u(z) = Re o(2), |z| <. (3.33)
Dla jednoznacznosci wybrania funkcji ¢ = ¢(z) mozna przyjac, ze u(0) = ¢(0), tzn.

Im ¢(0) = 0. Funkcja ¢ jest analityczna w kole |z| < r ciagla w jego domknieciu
|z| <r. Mozna ja przedstawi¢ w postaci szeregu Taylora

= chz”, |z| < 7. (3.34)
n=0

Stad na mocy wzoréw (3.31), (3.33) na okregu z = re otrzymujemy

f)==lpi)+p()]=c+= (™ + Grem ). (3.35)

Wzér (3.35) mozna traktowac jako zespolony szereg Fouriera (2.32). Wobec wzorow
(2.33) mamy

TTL

— 1 " 0 o _i " 10\ ,—inf o
CO_Q?T/_Wf(Te ) do, ch—Qﬂ/_ﬁf(re e " dh, n=1,2,... (3.36)

Podstawiamy (3.36) do (3.34)

1 " i0 = zZ \"
_%/_ﬂf(re ) 1+2;<@> ] o, |z| <. (3.37)

Sumujac wyrazenie w nawiasach kwadratowych jako szereg geometryczny otrzymu-
jemy

re’e + z
d@ <r. 3.38
5 [ 16 R (3.39)
Dla wyznaczenia u(z) ze wzoru (3.33) obliczmy
Re 7“61:0 + z _ Re (re?? + z.)(re*w —Z) _ 7“2.— |2|?
rei — z |rei? — z|2 |rei? — z|?

i wynik podstawimy do (3.38). W rezultacie otrzymujemy wzor Poissona (3.32).
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Przy okazji otrzymaliSmy wzor Schwarza (3.38), ktory oprocz czesci rzeczywistej
u(z) = Reyp(z) okresla cala funkcje ¢ = p(2).
Podstawiajac z = pe™ do(3.32) wzér Poissona mozna takze napisa¢ w postaci

2 — p?
72 — 2prcos(f — ) + p?

o, p<r, —m<y <.

(3.39)
W podobny spos6b mozna napisa¢ wzoér Poissona dla gérnej potptaszczyzny

ulpe) = o= [ fre

u@y%:%[ZGtﬁ%ﬁpﬂﬂﬁ,y>O. (3.40)

Funkcja (3.40) rozwiazuje zagadnienie Dirichleta
u(z,0) = f(z), —oo <z < +o0, (3.41)

gdzie funkcja u = u(z,y) jest harmoniczna polplaszczyznie y > 0. Trzeba uwaza¢
na klopoty ze zbiezno$cia, ktore moga powstac¢ przy obliczeniu niewlasciwej catki
(3.40). Nie wolno takze z tego samego powodu wprost do (3.40) podstawia¢ y = 0.

Istnieja uogolnienia wzoru Poissona na wielospdjne obszary kotowe [19] na plasz-
czyznie, a takze na zagadnienia tréjwymiarowe.

Przyktlad
Niech plyta w postaci kota jednostkowego na brzegu ma rozktad temperatury f = —1
na dolnym polokregu i f = 41 - na gornym. Wyznaczyé¢ rozklad temperatury
wewnatrz okregu jednostkowego.

W celu rozwiazania tego zagadnienia mozna skorzystac ze wzoru (3.39), w ktorym
r=1, f(e¥) = -1dla -7 <0 <0if(e)=1dla0 < 0 < 7. Ze wzoru (3.39)
uzyskujemy szukany rozktad temperatury

. 1Y 1—p?
Wy = —— do
u(pe™) 27 /7r 1 —2pcos(0 — ) + p?

(3.42)

1 ™ 1 — 2
+—/ P do
21 Jo 1 —2pcos(6 — ) + p?
Komputerowa realizacja tego wzoru jest podana nizej.

Infi:= U[o_, ¢ 1=
1 1- 02 1- 02
— NI ntegrate[— 2 + 2 )
2n 1-2pCos[6+¢4]1+0%2 1-2pCos[6-y] + 02

(e, 0, n}]

in[2):= U[0.5, /2]

out2= 0.590334
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nEi= VIie, #1:=1fle<l, ule, #1, Null]

= fIx_, y_ 1 =If [x >0, v[\/x2+y2, ArcTan[y/x]],
v[w/x2+y2, ArcTan[y /x] +7r]]

outpal= | f [x>0, v[ x? +y?, ArcTan[iiH, v{ x% +y?, ArcTan[é] +7T]]

in[s:= Cont our Pl ot [f [x, y1, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, Contours - 20,
Aspect Rati o » Automati c, Cont our Label s - Aut onati c]

10fF e vr————

-~ =~

Out[5]=

3.3 Metoda odwzorowan konforemnych

Przeksztalcenie f: D — D’ nazywa sie konforemnym, jesli analityczna w D funkcja
f przeksztalca D w D’ wzajemnie jednoznacznie i f'(z) # 0 w D. Zlozenie funkcji
analitycznych jest funkcja analityczna. Zatem jesli jest znany potencjal zespolony
¢(w) dla obszaru D', to ¢(f(z)) jest odpowiednim potencjatem zespolonym dla
obszaru D. Na tym polega metoda odwzorowari konforemnych rozwiazywania za-
gadnienn brzegowych. Trzeba tylko wyznaczyé¢ na przyktad f: D — U, gdzie U jest
kotem jednostkowym. Dalej dla zagadnienia Dirichleta mozna korzystaé ze wzorow
Poissona, przedstawionych w poprzednim rozdziale.
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3.4 Metoda perturbacji dla kanalu krzywoliniowego

Niniejszy rozdzial zostal napisany w oparci o [10].

Wyznaczenie efektywnej przewodnosci A w krzywoliniowych kanatach, z punktu
widzenia zastosowan, jest problemem niezwykle ciekawym. Z jednej strony, pro-
blem ten moze by¢ rozwigzany z wykorzystaniem metod numerycznych, z drugiej
strony w celu wyznaczenia jasnej zaleznosci od geometrycznych parametréow bytoby
interesujace otrzymanie analitycznej formuly na efektywna przewodnos¢. Rozpatru-
jemy tutaj dwuwymiarowy kanal z krzywoliniowymi §cianami, ktorych amplitudy sa
proporcjonalne do §redniego przeswitu kanatu pomnozonego przez bezwymiarowy i
maly parametr €. Stosujac metody opisane w [20], [21] otrzymamy w jawne]j postaci
wzor na A z doktadno$cia O(g?).

Rysunek 3.10: Periodyczny kanal ograniczony obszarem D

Rozwazmy periodyczny kanal w obszarze D ograniczony z gory i z dotu odpowiednio
Scianami

ST(z)=b(1+eT(x)), S (z)=0b(-1+eB(z)), (3.43)

(rys. 3.10) gdzie b > 0 oraz € - maly, nieujemny i bezwymiarowy parametr. Za-
ktadamy, ze T i B sa funkcjami klasy C' okresowymi w [—7,7]. Szukamy funkcji
(potencjatu) u speliajacej nastepujace zagadnienie

V2u(z,y) =0, (z,y) € D,

u(m,y) — u(—m,y) = 2m, (3.44)
Ga(z, 5% (x)) = 0.

W powyzszym zagadnieniu drugie z rOwnan oznacza, ze potencjal ma staly skok
wzgledem zmiennej z. Trzecie rownanie mowi, ze przeplyw w kierunku wektora
normalnego jest zerowy (tzn. na brzegu mamy izolacje). Rozwiazanie zagadnienia
(3.44) bedziemy poszukiwa¢ w nastepujacej postaci (patrz [21])

U(l’,y) = UO(I7y) + 5u1(x, y) + 52U2(ZL’, y) + €3U3(l’,y) +.. (345)
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W prostym przypadku tj. prostego kanalu (¢ = 0), potencjal bedzie mial posta¢
ug(x,y) = x. Wszystkie obliczenia beda wykonywane z dokladnosciag O(?) co be-

dziemy zapisywa¢ symbolem (asymptotycznej rownosci) 2, w szczegdlnosei

u(z,y) = o+ euy (2, y) + 2us(z, y). (3.46)
Posta¢ wektoréw normalnych do powierzchni (3.43) jest nastepujaca

nt = (—ebT’,1), n = (ebB' 1), (3.47)

gdzie apostrofem oznaczamy pochodna. Zatem pochodna normalna potencjatu u z
zadana doktadnoscia przedstawia sie nastepujaco

8U o y 0u1 2 ,aul 8u2

— = =0T+ — b — 4+ ——) = 4

- 5( 4 ay)+s ( 14 ay> 0, (3.48)
ou o , Ouy 9 ,O0up  Oug\

Powyzsze rownania przyrownujemy do zera, gdyz ma by¢ spetniony warunek brze-
gowy z (3.44). Porownujac wspotezynniki przy tej samej potedze € w (3.48) i (3.49)

mamy
—bT" + 94 =0,
Y
ou Ous __ (350)
{ VTG + 5y =0,
bB' — 9 =
% s (3.51)
Ouy Oua __ ’

Rozwazajac teraz problem (3.44) w pierwszym rzedzie aproksymacji mamy

V2U1(Z’,y) = 07 (3773/) € D07

U1<7T? y) - ul(_ﬂ-v y) - 07
2 (2, b) = bT" (), (3.52)
G (x, —b) = bB'(z).

gdzie Dy = {(z,y) € R* : —b < y < b}. Funkcje u;, T i B mozemy przedstawi¢
w postaci zespolonych szeregéow Fouriera

+o00 +o00
T(x)= Y T, Bx)= Y B,e", (3.53)

+oo
w(zy) = Y aly)e. (3.54)

Wtedy warunki (3.52) moga by¢ zapisane nastepujaco

—+00

Viuy(z,y) = Z ((y) — v2e,(y))e™™ =0, (3.55)

V=—00
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+o0 4 +oo '
= j v (3.56)

+00 +00
Z c,(b)e™ =b Z ivT,e™”, Z a(=b)e =1b Z ivB,e

V=—0 V=—0 V=—00 V=—0

Korzystajac z jednoznacznego przedstawienia funkcji w postaci szeregu Fouriera

otrzymujemy uktad réwnan zwyczajnych ze wzgledu na c,.

c(y) —vie,(y) =0,
c (b) = ibvT,, (3.57)
c(=b) =ibvB,

Rozwiazanie zagadnienia (3.57) jest nastepujace

e, (y) = ﬁ (TZ, cosh (v(b+y)) — B, cosh (v(b — y)))

Efektywna przewodnos¢ w kanale definiujemy przy pomocy caltki podwojnej

1
sz—// Vu|® dedy 3.59
D) DI | (3.59)

Mozemy to zapisa¢ w rozszerzonej postaci w sposob nastepujacy

o (5) - () o pon

(3.58)

Latwo pokazac, ze

ou Ouy Ouy 2 Oug
(m«) S1+2—+e (ax) + 265 (3.61)
oraz 9 9
8u o 9 6u1
.- 2 ) . .62
(3y) : ( dy > (3.62)

Podstawiajac (3.61) i (3.62) do (3.60) uzyskujemy

o 8u1 28 U9 2 2
Az—m dx/ (1+2—+2 5, ¢ [Vur|” ) dy. (3.63)

Po przeksztalceniu jednej z catek we wzorze (3.63) (z dokladno$cia O(¢*)) mamy

2 ™
n 5_(// (Vs |? dady + 2b/ <Ta“1 our —b)) d:c), (3.64)
4mh Do _W

i) - g2
Ox () ox (=,
poniewaz funkcje u; i uy sa okresowe wzgledem x. Stosujemy tutaj nastepujacy wzor

wynikajacy z twierdzenia Taylora
st o b b2€2
[ @y [ iy T0) - BIO+ T [T 0) - B ()]
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Stosujac twierdzenie Greena do calki podwojnej we wzorze (3.64) i korzystajac
z tego, ze V2u; = 0 mamy

Ouy
/ |V |* dedy :/ u L s, (3.65)
Do ap,  On
Przeksztalcamy (3.65) korzystajac z warunku brzegowego i okresowosci na 0Dy:
/ |V, |* dedy = b/ (T'(x)uy(z,b) — B'(x)uy(z, —b))dx. (3.66)
Do -7

Calki po lewej stronie obliczamy stosujac metode catkowania przez czesci, wykorzy-
stujac fakt okresowosci funkcji uy, T oraz B:

/ ")y (b = — /_ : <T(x)%<x,b)) dz, (3.67)

—T

/ " B/ (@)un (e, —b)da = — /_ Blx )aaif; (2, —b)dz. (3.68)

—T

Stad
g2 Ouy ouy

A =1+ | T(:B) e (z,b) — B(x)— e (x, —b)dz (3.69)

Calke we wzorze (3.69) mozemy rozpatrywac jako zerowy wspolczynnik Fjy szeregu
Fouriera z funkcji podcatkowej, pomnozonego przez 27

27 Fy — /_ Z {T(m)%(m,b) - B(x)%(x, —b)]d:z: (3.70)

Zerowy wspotezynnik iloczynu T'(z) i 24 (z, b) mozemy napisa¢ w postaci

+o0
{T(m)aul } Z T_,ive,(b) = Z —l/bTT , cosh(2v) - B, (3.71)

0 sinh 2vb ’

V=—00 V=—00

gdzie kreska oznacza sprzezenie zespolone. Analogicznie

ouy B <= —T, — B, cosh(2vb)
{B@)%(m, —b) }O = Vz_:oo —vbB, o) (3.72)
Zatem
o2 —vb

Fo = Z sinh (200) (TVTV cosh(2vb) - T,B, — B,T, + B, B, COSh(QVb))

(3.73)

“+o00

—b ZOO sinh—lz2yb)(COSh(2yb>(’T”’2 +|B,|*) — 2Re(T,B,)),

gdzie Re oznacza cze$¢ rzeczywista. Ostatecznie uzyskujemy wzor na efektywna
przewodnosé:

%b 2. m(cosh@vbmmﬂ|BV|2>—2Re<TVBy)). (3.74)

Ao =1—
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Wyniki dla kilku ograniczonych kanaléw prezentujemy na rysunkach 3.11 i 3.12.

1.2j
1.0:
08;
0.6:

0.4

0.2

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rysunek 3.11: Efektywna przewodnosé obliczona ze wzoru (3.74) dla T'(z) = — cos(x),
B(z) = sin(bx) oraz b od 1.5 do 9. Na wykresie - linia ciagta: b = 1.5, pogrubiona linia
kreskowa: b = 3; linia punktowa: b = 4.5; linia punktowo kreskowa: b = 6; kreskowa:
b = 7.5; pogrubiona linia ciggta: b =9.

A
12

1.0+
08!

0.6

0.4l

0.0 01 0.2 0.3 0.4 05 €

Rysunek 3.12: Efektywna przewodno$¢ obliczona przy pomocy (3.74) dla T'(xz) = 0,
B(z) = sin(z) + 1 cos(2z) — £ cos(4z) oraz b od 1.5 do 9. Na wykresie - linia ciagta:
b = 1.5, pogrubiona linia kreskowa: b = 3; linia punktowa: b = 4.5; linia punktowo
kreskowa: b = 6; kreskowa: b = 7.5; pogrubiona linia ciggta: b = 9.
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Rozdzial 4

Wprowadzenie do teorii sprezystosci

Teoria sprezystosci jest poswiecona ciatom stalym, gdy zewnetrzne mechaniczne
sity i odksztaltcenia prowadza do wewnetrznych sit i do lokalnych nieré6wnomiernych
odksztalcen wewnatrz ciala. Po ustaniu dzialan zewnetrznych cialo wraca w stan
poczatkowy. Prosty przykltad to rozcigganie gumki.

W ramach mechaniki os$rodkow ciaglych cialo jest rozpatrywano jako obiekt cig-
gly, co nie jest zgodne z molekularng budowa materii w mikroskali. Wobec tego
trzeba w ramach teorii rozpatrywac przemieszczenia lokalne przekraczajace wymiary
molekularne. 7 drugiej strony przy zbyt duzych przeksztatceniach wtasnosci spre-
zyste ciata, czyli powrdt do stanu poczatkowego, ulegaja zmianie. Zatem klasyczna
teoria sprezystosci jest sluszna w pewnym zakresie. Ale ten zakres mozna modyfi-
kowa¢ w kierunku malych rozmiarow [12] i dla duzych odksztalcen, co prowadzi do
plastyczno$ci lub pekania materiatow.

W teorii sprezystosci uzywana jest czesto zasada przejScia ciggle <> dyskretne.
Najpierw cialo jest w mysli dzielone na male kawaltki. Sily sg rozpatrywane w kaz-
dym skoriczonym dyskretnym kawatku. Dalej wielkos¢ kazdego kawaltka ,dazy” wiel-
kosci punktu. W rezultacie powstaja réwnania o pochodnych czastkowych w kaz-
dym punkcie ciata. Jesli pozosta¢ na poziomie dyskretnym (ziarnistym), rozwazanie
sprezystego osrodka przez skoriczony zbior kawatkow prowadzi do metody elementow
skoriczonych.

4.1 Tensor naprezen

W ramach zasady przej$cia ciggte <> dyskretne wyodrebnimy w wyobrazni maly
kawalek wewnatrz ciala.

Rozpatrzmy punkt x w tym malym kawalku i ptaski kawalek plaszczyzny S
zawierajacy ten punkt. Niech n oznacza dowolnie ustalony wektor normalny do S,
pole oznaczamy przez S = [S|. Jesli w ciele dzialaja sity wewnetrzne, to mozna
je opisa¢ w otoczeniu punktu x przez sity dzialajace na kazdy plaski element S.
Rozwazmy site F = (F),, F}) zaczepiong w punkcie x, gdzie F,, jest rzutem F na
wektor normalny n, F; rzutem F na plaszczyzne S. Na jednostke pola elementu S
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dziala sila
F

f=—. 4.1
4 (4.1)
Ci$nienie (naprezenia normalne) w punkcie x dzialajace na element S jest okreslone
jest wzorem
- = (4.2
Pn = o .

OczywiScie przy zmianie orientacji powierzchni S, tzn. zmianie wektora normalnego
—pn. Podobnie wprowadza sie naprezenia styczne

Fe (4.3)

n na —n, mamy p_, =

.
A

Rysunek 4.1: Normalne i styczne sity dzialajace na kawalek powierzchni

Naprezenia styczne maja charakter sit wewnetrznego tarcia. Jesli sa one nieobecne
w ciele, to cialo zachowuje sie jak ciecz idealna, gdy dziala tylko (skalarne) ci$nienie

i nie ma sit tarcia utrzymujacych kawalki w catosci.
Rozwazmy maly kawalek ciala w postaci ostrostupa

A"

P3

Rysunek 4.2: Naprezenia normalne $cianek ostrostupa
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Dla matych odksztalcenn geometria ostrostupa zmienia sie nieznacznie. Bilans sit
prowadzi do réwnania

PrAS, = p1AS) + p2AS; 4 p3ASs, (4.4)

w ktorym p; to naprezenia normalne na Scianki pokazane na rysunku 4.2, AS;
- pola odpowiednich krawedzi ostrostupa. Scianka AS; (j = 1,2,3) jest rzutem
Scianki AS,, na odpowiednig ptaszczyzne. Wobec tego pole

|AS;| = |AS,|ny, (4.5)
gdzie n; = cos(n, z;). Podstawiajac (4.5) do (4.4) otrzymujemy
Pn = P171 + PNz + P3Nz = P;n;. (4.6)
Kazdy z wektor6w p; mozna przedstawi¢ w ukladzie kartezjanskim naste¢pujaco
Pn = 0k1;€k. (4.7)

W roéwnosci (4.6) mamy sume po j od 1 do 3, w (4.7) - podwojna sume po j i k.
Zapiszemy ostatnig rownos$¢ w postaci macierzowo—wektorowe;j

DPn1 011 012 013 ny
DPn2 = 021 022 023 = No . (4-8)
Dn3 031 032 033 nsg

Dziewie¢ wielkoSci oj; tworzy tensor naprezen. Macierz, wystepujaca w (4.8), jest
zapisem tego tensora w rozwazanym uktadzie wspotrzednych. Tensor naprezen jest
wielkoScig charakteryzujaca stan wewnetrznych naprezen w punkcie.

Na przyktad, jezeli tensor naprezen wyraza sie przez symbol Kroneckera w na-
stepujacy sposob ojr = d;i, to stan naprezen sprowadza sie do skalarnego ci$nienia
p, ktore nie zalezy od kierunku wektora n w wybranym punkcie, czyli ma postac

Mozna udowodnié¢, ze tensor naprezen jest tensorem w sensie okreslonym w roz-
dziel 1.6. Naprezenia po przekatnej oy, nazywamy naprezeniami normalnymi, po-
)
zostale oj, - stycznymi. Z rozwazan fizycznych wynika, ze oj, = oy; czyli tensor oy,
jest symetryczny, zawiera wiec szeS¢ niezaleznych czesci sktadowych.

4.2 Naprezenia i osie gléwne

Rozpatrzmy przypadek, gdy kierunek wektora p,, pokrywa sie z kierunkiem wektora
n, tzn. dla pewnej liczby A mamy

Pn = An. (4.10)
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Uwzgledniajac (4.8) otrzymujemy, ze (4.10) jest rbwnowazne
o-n=\n. (4.11)

Otrzymalismy nastepujace zagadnienie. Dana jest macierz o, wyznaczy¢ wektor
n i stala A w taki sposob, zeby bylo spelnione (4.11). W standardowym kursie
algebry to zagadnienie nazywa sie zagadnieniem o wektorach wtasnych n i odpo-
wiednich wartosciach wlasnych A. Dla wyznaczenie wartosci wtasnych zgodnie z
kursem algebry rozwigzujemy réwnanie

o1 — A 012 013
09210 099 — A 093 =0. (412)
031 032 o33 — A

Po obliczeniu wyznacznika, (4.12) przyjmuje posta¢ rownania trzeciego stopnia
)\3_[1>\2+IQ)\_[3 :O, (413)
gdzie
I = 011 + 092 + 033
022 032 011 021 011 031

+ + ,
023 033 012 022 013 033

I

(4.14)

011 012 013

Is =| 091 092 093

031 032 033

Na gruncie algebry uzasadnia sie, ze w przypadku macierzy symetrycznej wszystkie
jej wektory wlasne tworza uktad ortogonalny, a wartosci wtasne sa liczbami rzeczy-
wistymi. Trzy pierwiastki rownania (4.13) o1, 02 i 03 nazywaja sie naprezeniami
gtownymi, a odpowiednie wektory wtasne tworza osie gtowne. W osiach gtéwnych
tensor naprezen ma postac

01 0 0
0 o, 0 |. (4.15)
0 0 03

Wartosci (4.14) sa niezmiennikami tensora o czyli nie zaleza od wyboru wspotrzed-
nych, poniewaz okreslaja one rownanie (4.13) niezalezne od wspolrzednych.

Mozliwe sa przypadki o1 = 09, 09 = 03 oraz 0, = 09 = 03. Ostatni przypadek
jest rownowazny przypadkowi skalarnego cinienia (4.9).
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Zgodnie z rozkladem sity F rozpatrywanej na samym poczatku rozdziatu 4.1
mamy |F|?> = |F,|* + |F:|?. Sila F; odpowiada naprezeniom stycznym, dla ktorych

joe|* = I£]* — [oml*. (4.16)

Mozna wyznaczy¢ wspolrzedne, w ktorych wielkosé |oy| jest minimalna przy ustalo-
nym tensorze o. Prowadzi to do naprezen ostrostupowych [22].

4.3 Tensor odksztalcen

Podczas odksztalcenia punkty ciala przemieszczaja sie, tzn. punkt x przechodzi
do polozenia punktu y. Roznica u = (ug,ug,u3) = x —y nazywa sie wektorem
przemieszczen. W ramach klasycznej teorii sprezystosci rozpatrywane sa mate prze-
mieszczenia. W tym przypadku powstaje tensor odksztalcen e okreslony wzorem

Tensor odksztatcen w ustalonych wspolrzednych mozna przedstawi¢ w postaci ma-
cierzy symetrycznej

€21 €22 €23 | . (4.18)

Wielkoéci € przyblizaja rozciagniecie materiatu w kierunku xy. Przy matych prze-
mieszczeniach ta przyblizona rownos¢ jest wystarczajaca. W terminach matematycz-
nych mozna to sformutowac, jako przyblizony wzér na przyrost funkcji, obliczony
jako iloczyn pochodnej przez przyrost argumentu. Wielkosci €, (j # k) opisuja
matle katy pomiedzy osiami x; a xj.

X2,

Jd Uy,
ﬂXz

///ﬂuxz

JdXq

Rysunek 4.3: Mate katy pomiedzy osiami z; a xj
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4.4 Prawo Hooka

Hook (1676) sformulowal prawo teorii sprezystosci nastepujaco ,,jaka sita, takie od-
ksztatcenie”, co mozna zapisa¢ w prostej postaci

o = Fk, (4.19)

gdzie E jest stala materiatu. W zaleznosci (4.19) o i € rozwazamy jako skalarne wiel-
kosci opisujace na przyktad rozcigganie gumki. W ogédlnym przypadku ciata trojwy-
miarowego prawo Hooka ma posta¢ proporcjonalnodci tensorow naprezen i odksztalt-
cen. Poniewaz te tensory sa tensorami drugiego rzedu okreslonymi przez macierze,
og6lny liniowy zwigzek pomiedzy nimi moze by¢ wyrazony przez tensor czwartego
rzedu

c=E-e (4.20)

W ustalonych wspotrzednych (4.20) mozna zapisa¢ w postaci
0ij = Eijreere, (4.21)

gdzie wystepuje podwojne sumowanie po ki ¢ od 1 do 3. Uktad (4.21) ma 9 rownan,
tensor E sktada sie z 81 elementow. W zwiazku z symetrig tensoréw o i € liczba
niezaleznych rownan w (4.21) sprowadza sie do 6, z czego takze wynika, ze tensor E
ma 21 elementow. Te 21 elementow opisuje ogolny anizotropowy materialt sprezysty.
Material izotropowy jest opisany przez dwie stale A i u, znane jako state Lamego.
Elementy tensora E mozna wyrazi¢ przez symbol Kroneckera

Eijre = NijOre + p(Gindje + 0iedji).- (4.22)
Wtedy zaleznos¢ (4.21) przyjmuje postac
Oij = Aéijekk + 2,&62']‘. (423)

Na przyktad
011 = )\(EH + €29 + 633) + 2/1611. (424)

W przypadku prostego rozciggania gumki wzdtuz osi x1 odksztatcenia e = €335 = 0,
skad 017 = (A + 2u)er;. Podobnie (4.23) dla i = 1, j = 2 ma postac

012 = 2i€13. (4.25)
Rownania (4.23) mozna zapisa¢ nastepujaco
2ue; = 045 — L&jakk. (4.26)
3A+2u
Oprocz staltych A i p w teorii sprezystosci wykorzystywane sg inne state
A= vE - (4.27)

1+)(1—2v) 21+v)

Stata £ nazywa sie modutem Younga, v - wspolczynnikiem Poissona, G - modutem
Scinania. Kazda ze stalych moze by¢ eksperymentalnie wyznaczona przy odpowied-
nich stanach naprezen.
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4.5 Zagadnienia brzegowe

Jedna z ogoélnie przyjetych postaci zupelnego ukladu rownan rozniczkowych teorii
sprezystosci ma postaé trzech rownan réwnowagi

80'11 80'12 80'13

8LU1 8372 81’3 * fl - O’
0oy 0099 003

= 4.2
61‘1 + 0@ + 81133 + f2 O’ ( 8)
dos; I 0039 i 003 Y =0,

8%1 81’2 8x3

gdzie wektor (f1, f2, f3) oznacza sity objetosciowe, na przyktad odpowiadajace wadze
materiatu.

Drugi zespol rownan tworzy sze$¢ rownan prawa Hooka (4.23). Réwnania Ho-
oka zawieraja szes¢ niezaleznych elementow e;;, ktore sa okreslone przez trzy wspot-
rzedne przemieszczen uy, przez wzory (4.17). Wobec tego w rownaniach (4.23) mozna
zamiast €;; podstawi¢ (4.17). Woéwcezas mamy 9 skalarnych rownan o 9 niewiado-
mych o;; i ui. Jesli zostawi¢ odksztalcenia, to trzeba dodac jeszcze trzy réwnania
uwzgledniajace (4.17).

Rownania rézniczkowe o pochodnych czastkowych sa spetnione w pewnym obsza-
rze zajmowanym przez cialo sprezyste. Na brzegu trzeba zada¢ warunki brzegowe,
ktore moga by¢ dwoch postaci. Na brzegu sa podane przemieszczenia

u="f, (4.29)
albo na brzegu sa podane normalne naprezenia
p, =0 -0 (4.30)

Mozna takze postawi¢ zagadnienie mieszane, gdy na czesci brzegu sa podane prze-
mieszczenia, na pozostatej czesci - normalne naprezenia. Mozna udowodnié¢ istnie-
nie i jednoznaczno$¢ rozwigzan zagadnien brzegowych z dokladnoscia do pewnych
funkcji addytywnych, ktore wyrazaja sztywne przemieszczenia ciata bez powstanie
wewnetrznych naprezen.

Mozna sprawdzi¢, ze przemieszczenia sa funkcjami biharmonicznymi, tzn. spet-
niaja rownanie Viu = 0.

W niniejszym rozdziale byly rozwazane tylko zagadnienia stacjonarne. W przy-
padku zagadnien niestacjonarnych w réwnaniach rézniczkowych pojawia sie wyrazy
z pochodna po czasie i wtedy trzeba doda¢ warunki poczatkowe.
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4.5.1 Przyklad. Skrecanie walca o przekroju kolowym

(
A

Y

Rysunek 4.4: Skrecanie walca

Skrecanie dtugiego walca o kat 6 na jednostke dlugosci opisane jest przez tensor
naprezen, dla ktorego

oy =00 =033 =012 =0, 013=—0ury, 093 ="0px;. (4.31)

Nietrudno sprawdzi¢, ze rownania rownowagi (4.28) przy zerowych sitlach objeto-
Sciowych sag spetnione. Na brzegu mamy zerowe naprezenia normalne, poniewaz ze
wzoru (4.30) wynika, ze

pp,=0-n=0, (4.32)

przy czym wektor normalny na okregu brzegowym oblicza sie jako n = (x1, x5, 0).
Zgodnie ze wzorami (4.26) i (4.31) mamy

€11 =€ = €33 = €12 =0, €13 =013, €23 = 0ny. (4.33)
Przemieszczenia mozna wyznaczy¢ z rownan (4.17)

u = 0(—xqx3, 1123,0). (4.34)

4.5.2 Przyklad. Zginanie belki

Belka jest rozpatrywana jako dlugi walec z jednakowym siecznym przekrojem S.
Niech wspotrzedne beda dostosowane do osi belki, jak pokazano na rysunku 4.38.
Do belki moga by¢ przytozone sita F oraz moment M. Sa to rézna zagadnienia,
poniewaz caltkowita sita dzialajaca na sieczna S ma postac

F = /(0'31,0'32,0'33)(1.271d232. (435)
S
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Natomiast moment M = (M;, My, M3) oblicza sie wedtug wzorow

M, 2/033$2d$1dx2, My = —/033$1d$1d$2,
o o (4.36)

M3 :/(0'321171 — O'31(l72)d$1d1172.
S

Zagadnienie dla belki jest rozpatrywane w usrednionej postaci, gdy rozktad naprezen
o3; jest skumulowany w postaci catek.

W pewnych przypadkach mozna przyjac¢, ze os3 jest stata, 033 = 032 = 0 w S.
Wtedy z rownan (4.26) uzyskamy

ouq v Ouy v Ous 1

€11 o2y R €22 O B €33 Oz ok ( )
€;; = 0 dla pozostatych i # j. Calkujac (4.37) otrzymujemy przemieszczenia
v v 1
UL = —Exl, Uy = —E,m Uz = Ex& (4.38)

Rysunek 4.5: Zginanie belki

4.6 Skrecanie preta o ogdlnym ksztalcie

Przy skrecaniu mozna zatozy¢, ze o011 = 099 = 033 = 012 = 0. Przemieszczenia
mozna oszacowaé przez wzory (porownaj z (4.34))

u = 0(—xoxs, 1123, H(21, T2)), (4.39)

w ktorych funkcja ¢ = ¢(z1, z2) ma byé okreslona w zaleznosci od ksztaltu obszaru
S. Niezerowymi odksztalceniami sa (patrz (4.17))

0 0
€31 = 0 (a—;i — I‘Q) s €39 = 0 <a—x¢; + !E1> . (440)
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Odpowiednio niezerowe naprezenia sa rowne

0 0
031 — Go (87(? — x2> s 039 — Go (87(? + .Z'l) . (441)
1 2

Rownania rownowagi (4.28) beda spelione, gdy

80'31 80'32

= 0. 4.42
81'1 + 8.1'2 ( )
Podstawiajac (4.41) do (4.42) otrzymujemy rownanie Laplace’a na funkcje ¢
2¢ 0%
— +—=0 es. 4.43
dx?  0x3 o (B ) (4.43)

Naprezenie normalne na brzegu wynosi zero, wiec
031N + 0329 = 0, (Il,l’g) € 85, (444)

gdzie n = (ny,ng) jest zewnetrznym wektorem normalnym do 9S. Podstawiajac
(4.41) do (4.44) otrzymujemy zagadnienie brzegowe Neumanna

9¢

e Tony — T1Ng, (r1,x2) € IS, (4.45)
gdzie g—ﬁ = g—inl + g—ing jest pochodng normalna na 0S.
Niekiedy zamiast funkcji ¢ rozpatrywana jest funkcja Prandtla v, dla ktorej
o3 = Gﬁg—i, O30 = —G@g—;ﬁ. (4.46)
Funkcja Prandtla spelnia réwnanie Poissona
Vi) = —2. (4.47)

Warunek brzegowy (4.45) przyjmuje postac
oY o o o o

— N1 — —Ng = —851 + —S2

o0xq Ory = Os

gdzie wektor s = (s1, 53) = (—n2,n1) jest styczny do 9S (s-n = 0). Calkujac (4.48)
wzdluz 0S otrzymujemy

0, (.2131, 1'2) € 05, (448)

W = 0; (4.49)

bez straty ogdlnosci stata catkowania zostala przyjeta jako zero. Wobec tego dla
rownania (4.47) otrzymalismy zagadnienie Dirichleta (4.49).
Podczas skrecania powstaje moment M = (0,0, Ms); ze wzoru (4.36) mamy

M3 = —GQ/ (a—wl'l + 8—¢$2) diﬂldl‘g
S 8.751 8.1'2

(4.50)
= —GG/S {aixl(wml) + 6%2(1#:1:2)] dxidzy + 2G9/Sw dzidxs.
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Ze wzoru Ostrogradskiego-Gaussa (1.82) (patrz takze (1.84)) wynika, ze
M3 =—-G0o ?,D(l'lnl + ZEQTLQ)dS + 2G9/¢ d[L‘ldl'g = QGH/w delde‘Q, (451)
s S S

poniewaz @ = 0 na 0S.

4.6.1 Przyktad. Elipsa

Niech 0S Bedzie elipsa

$1 Ty
P + i 1. (4.52)

Wowcezas mozna sprawdzié, ze funkcja Prandtla wyraza sie wzorem

x X3
w(.l‘l,xg):k( 1+b—22— ), (453)
gdzie wartosc¢ stalej k = —a";—f; uzyskujemy z rownania (4.47). Naprezenia styczne
s§ roOwne
2 b2
031 = —2G9a2 I b2 039 = 2G09a2—_'_l)2$1 (454)

Moment M3 mozna obliczyé¢ ze wzoru (4.51). Dalej korzystamy z obliczen kom-
puterowych.

a2b2 X2 y2
na= ¥[x_, vy, a, b 1= _a2+b2 (a_z_,_ b_2_1]
2 K2 x2 y2
achb _1+a7+b7
Out[l]= -
e a2 + b2
a2
npp= o13[x ,y ,a, b 1=-2
" 612+b2y
2a’y
Out[2]= —
He a2 + b?
b2
In[3l= 023[x_, y_, a, b 1=2
" a2 + b2
2b2x
Out[3]=
HE a2 + b2
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¥ix, vy, a, b]dy dx,

b |1-22
. . a a?
4= MB[a_, b_] =Sinmplify [ZJ j
- —b1’1—£
22
Assunptions -» a > 0]

ad b3

a2 + b2

out[4]=

Wykres funkcji ¢ przedstawiamy jako ContourPlot.

x2  y2

= ¥l[x_, vy ,a, b 1=If [a_z + b_2 <1, ¥[X, y, a bl, Null ];

inel:= Contour Pl ot [y1[x, y, 3, 21, {x, -3, 3}, {y, -2, 2},
Aspect Rati 0 » Automati c]

[ S

Out[6]=

Modut naprezen stycznych ma postaé

2Go
T =1/03 + 03 = GO|VY| = . b2\/b4x% + a*zl. (4.55)

7= tlx_, y , a, b ]=S8i nplify[\/cl3[x, y, a, b]?+023[x, vy, a, b]?, Assu

2 +/b*x? +a*y?

a? + b?

Out[7]=

X2 y2
ngl= ti[x_, y_, a, b 1=1f [_ + =

<1, t[x, vy, a, bl, Null];
a2
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img:= Contour Pl ot [tl[x, vy, 3, 21, {x, -3, 3}, {y, -2, 2},
Aspect Rati o -» Autonmti c]

2_\ f ! T T T ! k T I § k T '_‘ § I § k § § f ! T T _]

Qut[9]=

=200 T TTT T T

infto= Pl ot [¢[3 Cos[®], 2Sin[8], 3, 2], {6, 0, 2},
GidLines » {{m /2, w, 3/2x 27}, {2.1, 2.3, 2.5, 2.7}},
Pl ot Styl e - {Bl ack, Thick}]

7\ 7\

= /N /0
AR AR
S U

Z wykresu wida¢, ze najwieksze naprezenia styczne powstaja w punktach (0, £b).
Zatem trzeba uwazaé na te punkty przy skrecaniu eliptycznych pretéw, bo strefy
najwiekszego naprezenia sa najbardziej podatne na pekanie.

4.6.2 Przyklad. Prostokat

Rozpatrzmy przyktad, gdy obszar S jest prostokatem —b < x1 < b, —a < x2 < a.
Szukamy funkcje Prandtla w postaci

P(x1,m9) = b2 — 2] + U(21, 79), (4.56)
gdzie funkcja W = W(xy, z5) jest parzysta po z1, 22 i spelnia rownanie Laplace’a

V20 =0, (11,19) € S. (4.57)
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Na brzegu prostokata mamy ¥ = 0 czyli
U(£b,29) =0, VU(zy,+a)=az]— b (4.58)

Zagadnienie (4.56)—(4.58) mozna rozwiaza¢ korzystajac z metody rozdzielenia
zmiennych (patrz rozdzial 2.4). Szukamy rozwiazania postaci

U(z1,x2) = f(z1)9(22). (4.59)

Po podstawieniu (4.59) do (4.57) i rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy réwnania
rozniczkowe zwyczajne

flaz) — glz)
gdzie A jest nieokreslona dodatnia stala. Podstawienie A\ zamiast —\? prowadzi
tylko do zerowych rozwigzan. Rozwiazujac réwnania rozniczkowe (4.60) w klasie
funkcji parzystych otrzymujemy

ffa) _ g'a) s (4.60)

U(xy,29) = cos(Axy) cosh(Azy). (4.61)
Pierwszy warunek brzegowy (4.58) jest spelniony, jezeli

cos(Ab) =0 a wiec, gdy A, gdzie n=1,3,5,.... (4.62)

_7T7”L
2’

Szukamy funkcji ¥ = W(z1,z5) w postaci szeregu

U(xy, o) Zancos xlcosh Z 9. (4.63)

Drugi warunek brzegowy (4.58) bedzie spelniony, jezeli

Zan cos = :U1 cosh W;)a =22 -0, —b<umz <b. (4.64)

W celu obliczenia wspotczynnikow o, trzeba przedstawié¢ funkcje ¥ (zy, +a) = x5 —b*
w postaci szeregu Fouriera wedlug cos Z*tx;,. Komputerowe obliczenia wszystkich
parametréow sa podane nizej

2b

- Sinplify [Fouri er CosCoef fi ci ent [xl2 -b?, x1, n,

Fouri er Paraneters - {1, %}]

Assunptions -» {b >0, nelnt egers}]

16 (-1)" b2

Out[1]=
n2 2
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2 16 (-1)" b2
= 8[x1 , x2 , a, b 1:= Z )

121 n? 72 Cosh [%]

Cos [% xl] Cosh [% x2]

n@= wIx1_, x2_] =b?-x1% +@[x1, x2, a, b]

w 16 (-1)" b2 ms[”;sl] Cosh[”
outrz= b% - x12 + Z .
n=1 n< st

222 sech 2

2

Inf4:= o13[x1_, x2_] = Ge D¢ [x1l, x2], x1]

» 8 (-1)"b Cosh| "2 [ sech| 27| sin[ 22t |
outja]= GO —2x1+Z_ 2b 2b 2b
n=1

nr

ins)= 023 [x1_, x2_1 = -Ge D[¢[x1, x2], x2]

5 OO [ e[ ]

nr

a (b
inje]:= MB[a_, b_] =j J Yx1l, x2] dx1dx2
-aJ-b

16 (-1)" b2 Cos | "ZXL | Cosh | 22 | sech | 20 ]

a (b ©
2 2
out[l= J J b2 - x12 +
—-a _b Z n2 7T2

n=1

dx1 dx2

a (b
7= MBLa_, b_] = j j (b® - x1%) @x1 dax2 +
-aJ-b

16 (-1)" b? Cos [ 1221 ] Cosh [ 1ZX2] sech [ 202 ]

* a (b
2b 2b
r;.[aj:b 2,2 dx1 dax?2

] Tanh [ aznb" ]

=]

gabs e 256 (-1)"b*Sin|"
+
n=1

AN

out[7]=
n% x

Rozpatrzmy przypadek a = b.

nigl= ¥[x1_, x2_] = b?-x1% + 2[x1, x2, b, b]

w 16 (=1)" b2 Oos[”;sl] COs,h[”
ougl= b? - x12 + Z .
n=1 n< s

222 | seon 22

2

79



info:= o13[x1_, x2_] = GeD[¢[x1l, x2], x1]

o 8(—1)an05h[n7TX2]Sech{n_n]Sin[nzrxl]
outl= Go —2x1+Z_ 2b 2 T
n=1

nr

In[1o}:= 023 [x1_, x2_] = -Go D[¥[x1, x2], x2]

w 8 (-1)”bOos[”

ouf10]= -G8 Z
n=1

22 seen[ 22 i 222

nr

b (b
in[11]:= MB[b_] =J J Yx1l, x2] dx1 dx2
-bJ-b

w 16 —1nb2(b nxl Cohnzrxz Seh”_”
out[11]= f;ﬂ b2—x12+r; - S{ anlﬁzs [ 2b ] ¢ [2}

dx1 dx2

b (b
in[12:= M3 [b_] =j J (b2 —x12) dx1l dx2 +
-bJ-b

16 (-1)" b2 003[”";1] Oosh[%] Sech[“z—"]

® rb b >
ZJ J > dx1 dx2
n=1 _b _b n 7T

w 256 (-1)"b*Si n[”—”] Tanh["—"]
+Z 47T42 :

n=1 n

8 b*
out[12]= 3

4.7 Zagadnienia ptaskie

4.7.1 Og6lne ré6wnania

W pierwszej czesci podrecznika oméwione byly mozliwosci rozwazania trojwymia-
rowych zagadnien jako zagadnien jednowymiarowych. W podobny sposéb niektore
zagadnienia teorii sprezysto$ci mozna rozpatrywaé jako dwuwymiarowe. Istnieja
dwie zasadnicze mozliwosci takiego podejécia. W przypadku geometrii walca, gdy
wszystko jest jednakowe w kazdej plaszczyznie siecznej, prostopadlej do osi walca,
mamy do czynienia z ptaskim stanem odksztatcen (rys. 4.6). W przypadku plaskiego
kawatka materiatu, gdy wszystko dzieje si¢ w ptaszczyznie, mamy do czynienia z pta-
skim stanem naprezen (rys. 4.7).

W ptlaskim stanie odksztalcen wszystkie parametry zaleza tylko od zmiennych
x1 1 X9 przemieszczenie jest wektorem u = (uq,ug, ¢), gdzie ¢ - stala; niezerowymi
odksztalceniami sa tylko

8U1 (9uQ Bul 8u2

€1l =4, €2= 53—, €12= 5T 5.
8561, 81’2’ 8172 (99(;1

(4.65)
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Rysunek 4.6: Ptaski stan odksztalcen

Prawo Hooka przyjmuje postac

1 1 1
€11 = —|011 — V(011 + 0929)|, €99 = — |09 — V(011 + 092)|, €19 = =019, (4.66
11 2G[ 11 (011 22)] 22 QG[ 22 (o1 22)] 12 = ~012 (4.66)
przy czym osz nie wchodzi w powyzsze réwnania i moze by¢ obliczone ze wzoru
033 = V(011 + 092). (4.67)

Prawo Hooka moze by¢ napisane takze nastepujaco

011 — QG[EH — (611 + 622)], 092 — 2G[€22 — (611 + 622)]. (468)

v v
1—2v 1—2v
Z rownan rownowagi, w przypadku nieznacznych sit objetosciowych, mamy rownania
do1y n 0oy _0 @ @
Ory  Oxo T Oy Oxy

Normalne naprezenia brzegowe p,, = (pn1, Pn2, 0) moga byé obliczone ze wzorow

= 0. (4.69)

Pn1 = 01111 + 012N2,  Pr2 = 02111 + 022N2. (4.70)

Roznice pomiedzy plaskim stanem odksztalcen i ptaskim stanem naprezen po-
jawiaja sie w prawie Hooka. W ptlaskim stanie naprezen prawo Hooka ma postac

1 1
€11 :E(Un - VUzz), €22 = E(Uzz - V011),
. , (4.71)
€12 = 50127 €33 = E(UH + 092).
Odwracanie (4.71) daje
E E
011 = 1_ 1/2 (611 + 1/622), 099 = 1_ 1/2 (622 -+ 1/611), (472)
przy czym
v
= — } 4.
€33 T l/(€11 + €32) (4.73)
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Rysunek 4.7: Ptaski stan naprezen

4.7.2 Potencjaly zespolone

Dla zagadnien ptlaskich bardzo przydatne sa potencjaly zespolone wprowadzone
przez Kolosova (1909) i modyfikowane przez Muskhelishviliego (1932). Tensor napre-
zen w rozwazanym ograniczonym obszarze D moze by¢ zapisany przez dwie funkcje
¢ i 1 analityczne w tym obszarze i klasy C? w domknieciu D. Zespolona zmienna
z = 21 +1x2. Wzory Kolosova—Muskhelishviliego maja postac

011+ 0922 =4Re ¢'(2), 092 — 011 + 21019 = =2[¢"(2) + ¢¥'(2)]. (4.74)

Takze przemieszczenia sg wyrazone przez potencjaly Kolosova—Muskhelishviliego

2Gu = rp(z) — 2¢/(2) + ¥(2), (4.75)

gdzie dla ptaskiego stanu odksztatcen k = 3 — 4v, a dla plaskiego stanu naprezen

K= :f:—l’j Wielko$¢ u jest rozumiana jako wielkoS¢ zespolona.
Warunki brzegowe réwniez mozna zapisa¢ w postaci zespolonej. Jesli na brzegu

0D sa znane naprezenia (py, p2), to

o(z) + 29 (2) + U(2) = f(2), =z€9D, (4.76)

gdzie f jest calka wzdluz 0D okreslona z dokladnoscia do statej addytywnej

f(z)=-— /(pg —ip1)ds + c. (4.77)

W przypadku brzegu wolnego od naprezein mamy

o(z) + 29/ (2) +¢(2) =0, ze€adD. (4.78)
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Jezeli na brzegu sa znane przemieszczenia, to warunek brzegowy zgodnie z (4.75)
przyjmuje postac
kp(2) — 29/ (2) + ¥(2) = 2Gu(z), =z € dD. (4.79)

Powyzsze wzory dotycza obszaru D nie zawierajacego punktu nieskonczonosé.

12 Przyktad
Rozpatrzmy funkcje

o(z) = iaz, P(z) = —%O‘ZG_QW, (4.80)

gdzie 0 > 0, —7 < o < 7. Zgodnie ze wzorami Kolosova—Muskhelishviliego (4.74)
011 + 099 = g, O99 — 011 + 2Z'O'12 = 0'6721'04. (481)

Po rozwiazaniu uktadu trzech rzeczywistych rownan (4.81) wzgledem o;; otrzymu-
jemy tensor naprezen
cos’a £ sin2a

(4.82)

Q
I
Q

% sin2a  sin?a

Tensor (4.82) opisuje stan naprezen w przypadku rozciggania plyty nieskoriczonej
pod katem « do osi ;.

83



84



Rozdzial 5

Wprowadzenie do mechaniki cieczy

Rozpatrujemy ruch cieczy w czasie t w obszarze D = D(t) trojwymiarowej prze-
strzeni R® w ramach mechaniki o§rodkéw cigglych. Bedziemy w wyobrazni wyod-
rebnia¢ w D ruch malych czastek cieczy i bada¢ ruch tych czastek zgodnie z prawami
klasycznej mechaniki. Podstawowa réznica pomiedzy cialem stalym a ciecza polega
na tym, ze czastka cieczy nie zachowuje formy przy zewnetrznych sitach. Oczywiscie,
ze zachowanie materialow moze byé¢ bardzie skomplikowanym i zawiera¢ zaréwno ce-
chy ciala stalego jak i cechy cieczy. Dla opisu cieczy rozpatrzmy predkos$é cieczy,
ktora tworzy pole wektorowe zmienne w czasie u = u(x, t) i gestos¢ cieczy w postaci
funkcji skalarnej p = p(x,t). Wazna cechg cieczy idealnej jest ci$nienie p = p(x,t).
W bardziej ogélnym przypadku cieczy lepkiej bedzie wprowadzona lepkosé cieczy p
1 tensor naprezen oy;.

5.1 Opis Eulera i Lagrange’a

Istnieja dwie podstawowe mozliwosci badania przeptywu cieczy, ktore mozna przed-
stawi¢ na przykladzie przeptywu wody w rzece. Ruch czastki cieczy moze by¢ opi-
sany przez wektor—funkcje X = X(t). Odpowiada to swobodnemu ruchowi todzi na
rzece. Obserwowaé wektor—funkcje X = X(¢) mozna przez poruszanie todzi na wo-
dzie. Mozna zobaczy¢ trajektorie ruchu lodzi (czastki wody), obserwowaé predkosé
czastki U(t). Jest to opis Lagrange’a.

Postawimy w rzece patyk w punkcie o wspolrzednych x, aby tylko nie wptywal
on na ruch cieczy. Mozemy ustali¢ ten patyk w wyobrazni. Mozna obserwowad
predkosé u = u(x, t) czastek wody przeplywajacych przez ten ustalony punkt. Jest
to opis Eulera. Jezeli w ustalonym czasie ¢ pewna czastka przeplywa przez punkt x z
predkoscia U = U(t), to w tym punkcie i w tym czasie mamy rownosé U(t) = u(x,t).
Niech At oznacza maly przyrost czasu t. Wtedy czastka cieczy minela punkt x i
w jakim$ innym punkcie ma predkosé U(t + At). Natomiast wartos¢ u(x,t + At)
daje predko$¢ nastepnej czastce cieczy, ktora osiggneta punkt x w czasie t + At.
Niech x( bedzie poczatkowym punktem dla pewnej czastki cieczy. Wtedy zmienna
Lagrange’a X jest okreslona przez x¢ i t. Predkos¢ czastki U(xg,t) mozna okresli¢
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przez pochodna czastkowa wzgledem zmiennej ¢

Ulxo, ) = %(xo,t). (5.1)
W mechanice cieczy oznacza sie pochodng wzgledem czasu w opisie Lagrange’a jako
%. Ta pochodna ma takze nazwe pochodnej materialnej. Pochodna wzgledem czasu
w opisie Eulera oznacza sie standardowo jako %. Te pochodne sa r6zne, poniewaz
pochodna Lagrange’a D% jest obliczana w ruchomych wspotrzednych rozpatrywanej
czastki. Natomiast pochodna Eulera % jest obliczana w stalym punkcie x. Ro6znice
tych pochodnych mozna wyttumaczy¢ w nastepujacy sposob. Pochodna ruchome;j
czastki % ma by¢ réwna pochodnej w ustalonym punkcie % z uwzglednieniem pred-
kos¢ samej czastki uciekajacej z ustalonego punktu. Matematyczna reguta zwigzku
tych pochodnych moze by¢ przedstawiona za pomoca standardowego wzoru na roz-
niczkowanie funkcji zltozonych. Na poczatek rozpatrzmy skalarna wielkosé f(x, 1)

w opisie Eulera, ktora takze moze by¢ przedstawiona w opisie Lagrange’a

f(X(x0,1),t) = f(x,1). (5.2)
Pochodne Lagrange’a i Eulera sa zwiazane wzorem na pochodng funkcji ztozonej

Df _ 0 Of dX,
Dt Ot 90X, dt’

(5.3)

gdzie X = (X1, X, X3). We wzorze (5.3) wykorzystano sumowanie Einsteina. Po-

chodne 2% zapisane jako standardowe pochodne funkeji jednej zmiennej. Zgodnie

dt
DX;

z przyjetymi oznaczeniami mozna byloby takze pisa¢ =5+ zamiast %. Zauwazmy,
dx

ze wektor % jest predkoscig u = (u,v,w) (litery u i u nalezy rozrézniac¢). Wtedy
(5.3) mozna zapisa¢ w postaci

Df _of
DE_OT vy (54)

Ostatnig réwnos¢ mozna réwniez napisa¢ w postaci operatorowej

D 0
Ft—a—f—u-v (5.5)

Przy$pieszenie czastki a jest pochodna Lagrange’a predkosci po czasie. Zastosu-
jemy wzor (5.5) dla przedstawienia przy$pieszenia w opisie Eulera
DU  Ou
—=—+(u-V)u 5.6
Dt ot + ) (56)
Ostatni wyraz we wzorze (5.6) trzeba rozumie¢ w nastepujacy spoob:

(u-V)u,
——

operator
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czyli operator u - V jest zastosowany do wektor—funkcji u. Aby nie bylo niejasnosci
rozpiszemy ten skomplikowany wyraz we wspotrzednych kartezjanskich

(u-Viu= ua +1)6 +w8 (u,v,w) =
N ~~ - argument
operator

T 8932 +w8x3’u8:1:1 +Uax2 0x3’u8x1 +U@x2 +w8x3

Wyrazenie u- Vu mozna takze rozumieé¢ jako iloczyn macierzy u o wymiarach 1 x 3
i macierzy Vu o wymiarach 3 x 3, gdzie ostatnia macierz jest podana w rozdziale 5.2
w postaci (5.17). Wykonujac proste obliczenia mozna sprawdzi¢, ze wynik bedzie
ten sam. Zatem wyrazenie bez nawiaséw u - Vu jest poprawnie napisane.

Wektor predkosci u(x,t) = (u(x,t),v(x,t), w(x,t)) przy dowolnie ustalonym
czasie t jest polem wektorowym. Pole wektorowe u tworzy linie prgdu predkosci
spelniajace rownania rozniczkowe

( ou ou ou  Ov ov ov  Ow ow ow )
=|u P —+v —+ w .

dx dx dz
- 22 T8 (5.7)
u v w
Z rownan (5.7) wynika, ze wektory u i dx = (dxy, dxy, dxs) sa rownolegle. Wektory
pola wektorowego u sa wiec styczne do krzywej (5.7). Rownania rézniczkowe (5.7)
mozna napisa¢ w postaci

dx
- =u(x(s).1). (5.8)

gdzie s jest parametrem krzywej okreslonej rownaniem parametrycznym x = x(s).
Trajektoria albo tor czgstki cieczy mozna okresli¢ za pomoca zmiennych La-
grange’a rozwigzujac rownania rézniczkowe z odpowiednimi warunkami poczatko-
wymi
DX
Dt
wzgledem szukanej funkcji X = X(¢). Linie pradu pokrywaja sie z trajektoriami
tylko w przypadku przeplywu stacjonarnego.
Mathematica posiada wbudowane operatory, dzieki ktérym mozemy zilustrowac
dane pole wektorowe. Niech u(z,y,t) = (4y?, 2%y? +5) okreéla pole predkosci w cza-
sie t. Przedstawmy je dla t = 1 wykorzystujac operator VectorPlot (rys. 5.1).

= u(X(t),1) (5.9)

n= VectorPlot [{4y? x?y?+5}, {x, -4, 4}, {y, -4, 4},
Vect or Scal e » {. 06, .8, None} ]

Dzieki StreamPlot mozemy zobrazowaé linie pradu (rys. 5.2).

nep= StreanPlot [{4y? x®y®+5}, {x, -4, 4}, {y, -4, 4}]

Uzywajac operatora Manipulate zauwazymy jak zmieniaja si¢ w czasie linie pradu
(analogicznie mozemy postapi¢ w przypadku pola wektorowego).
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Rysunek 5.1: Tlustracja pola wektorowego u(z,y,t) = (432, 2%y? +5) w czasie t = 1

n@= Mani pul ate[StreanPlot [{4y?t, x*y?+5}, {x, -4, 4}, {y, -4, 4}],
{t, 1, 10}]

Wiecej informacji dotyczacych wykresow oraz ich formatowania znajduje sie w Czesci
I1I.

Rozpatrzmy obszar cieczy zawierajaca punkt a dla czasu zerowego ©(0) > a.
7 czasem ten obszar przemieszcza sie i zmienia ksztatt. Niech €(¢) bedzie obszarem
dla czasu t. Zgodnie z opisem Lagrange’a obszar §)(t) jest jednoznacznie opisany
przez poczatkowy obszar 2(0) i sklada sie z punktow X (t) = X(a, t) ze wszystkimi
a € (0). Rozpatrzmy Jacobian J(a,t) = det VX(a,t) przeksztalcenia X(-,¢) :
a — X(a,t) wzgledem przestrzennej zmiennej a. Ze standardowego kursu analizy
wiadomo, ze male objeto$ci zmieniaja si¢ proporcjonalnie ze wspédlczynnikiem J
czyli dV(X) = JdV (a). Niech |V| oznacza objetos¢ obszaru (t). Wowczas

V| = / 4V (X) = / JdV (a). (5.10)
Q(t) Q(0)
Rozwazmy zmiane objetos$ci w czasie
dv| d / DJ
—_— = — JdV(a) = —dV (a). 5.11
7Z drugiej strony na mocy wzoru Ostrogradskiego—Gaussa (1.84)
d|V|
— = u-ndS = V-oudV(X) = V-u JdV(a). (5.12)
dt 20(t) Q) Q(0)
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Rysunek 5.2: Ilustracja pola wektorowego u(z,y,t) = (452, 2%y? + 5) w czasie t = 1.

Poréwnujac (5.11) i (5.12) otrzymujemy wzoér na zmiane Jacobianu

DJ

Dr = JV-u. (5.13)
Wzor (5.13) wyraza lokalng zmiane objetosci cieczy, czyli zmiane gestosci, ktora jest
proporcjonalna do dywergencji predkosci. Stad widac¢, ze V - u = 0 wtedy i tylko
wtedy gdy, Jacobian nie zmienia sie w czasie. Stad takze wida¢ geometryczny sens
rownosci V - u = 0, ktora jest spetniona gdy, ciecz lokalnie nie zmienia objetosci,
czyli jest niescisliwa.

5.2 Tensor odksztalcen i1 wektor wirowosci
Wektor wirowosci w okresla sie jako

V x u. (5.14)

Inne oznaczenia wirowosci to sa rot u oraz curl u. W Mathematica operator wiro-
wosci ma postaé¢ Curl. We wspolrzednych kartezjanskich wektor wirowosci mozna
zapisa¢ nastepujaco

ow ov Ou Ow Ov 8u>

w= (WI7W27W3) B <8$2 B aZL‘3’ 61’3 B 81‘17 81‘1 B 61‘2 (515)

Wykazemy, ze lokalnie predkos¢ u sktada sie ze sztywnego przemieszczenia, od-
ksztalcenia i wirowosci. Niech y = x + h € D, gdzie punkt x jest ustalony, h jest
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wystarczajaco malym wektorem. Wtedy zgodnie ze wzorem Taylora dla wektor—
funkcji u = u(y) w pewnym otoczeniu punktu x mamy
u(y) =u(x) +Vu-h+O(|/h[]*), gdy h—o0. (5.16)

Tutaj Vu jest macierza Jacobiego
Qv du du

Ox1 Oxo Ox3
| e o o
Vu=| 2o oo oo | (5.17)

ow ow ow

o0z 0o Oxs

Wprowadzmy tensory (macierze)

D= %(Vu + (Vu)™), (5.18)

1
S := §(vu — (Vu)h), (5.19)
gdzie (Vu)” oznacza macierz transponowana do macierzy Vu. Woéwczas otrzymu-
jemy dekompozycje macierzy Jacobiego na macierz symetryczng i antysymetryczna
Vu=D+S. (5.20)

Symetryczny tensor (macierz) D nazywa sie tensorem odksztalceri .  Antysyme-
tryczna macierz S na przekatnej ma same zera. Obliczmy na przyktad element
Sio tej macierzy, zgodnie z definicja (5.19)

ov ou
Spp=——— — = —ws. 5.21
12 5’x1 a[EQ 3 ( )
Porownujac z (5.15) zauwazamy, ze Sz = —3ws. Obliczajac pozostale elementy
wnioskujemy, ze macierz S ma postac
0 —Ws W2
1
S = 3 w3 0 —w |. (5.22)
—Wa w1 0

Poréwnajmy wektory S-h i %w x h. Mozna to tatwo zrobi¢ korzystajac z Mathe-
matica:

1
In[1]:= S= E {{0, -w3, wz}l {w3! 0! _wl}l {_wZ! w1, 0}}1

2= Q = {w1, w2, w3z},

inEg= H= {h1, hz, h3};

1 : .
infal= S. H= > QxH// Simplify
out[4]= True
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Ostatni wiersz oznacza, ze jest spelniona rownosé¢ S-h = %w x h. Z uwzglednie-
niem tej rownosci i (5.20) zapiszemy (5.16) nastepujaco

uly) =u(x) + D) bt ) x h+O(hlP), ey h—0. (529

Rozpatrzmy mala czastke cieczy Dy, o wymiarach 2||h|| o srodku w punkcie x. Na
przyklad, kule o promieniu dtugosci ||h|| o srodku w x. Wzor (5.23) pokazuje, ze
predkos¢ cieczy w D), sklada sie ze sztywnego przemieszczenia o wektor u(x), od-
ksztalcenia D(x)-h i obrotu sw(x)xh (patrz rozdziat 1.3). Dla opisu przeksztalcenia
czastki D;, w czasie trzeba rozwigza¢ uklad rownan rézniczkowych (fi—’t' =u(y), ktory
mozna zapisa¢ pomijajac wyrazy rzedu O(||h||?) w postaci
dh 1
— =D(x)-h+ -w(x) x h. 0.24
T =D b+ jw(x) (5.21)
Przypomnijmy, ze tutaj punkt x jest ustalony i y = x + h.
Dla wyjasnienia jak dziata czyste odksztalcenie zbadajmy przypadek
dh
— = D(x) - h. 5.25
T D) (5.25)
7Z teorii macierzy wynika, ze dowolny symetryczny tensor w pewnym uktadzie wspot-
rzednych (ep, es, e3) ma posta¢ macierzy diagonalnej

di 0 0
D=0 d 0 |,
0 0 ds

gdzie d; sa warto$ciami wtasnymi macierzy D. Niech wektor h w tych wspotrzednych
przeksztalca sie na wektor f = (f1, fa, f3). Wowcezas uklad (5.25) rozpada sie na trzy
niezalezne rownania rézniczkowe

df; .
= d'L i) = 17 27 3. 2
L difi, (5.26)
Rownania (5.26) maja rozwiazania
fi(t) = % f,(0), i=1,2,3. (5.27)

Wzor (5.27) pokazuje, ze czyste odksztalcenie rozciaga albo zmniejsza ed! razy

czastke Dy, w kierunku osi e;. Zauwazmy, ze wspolczynnik przeksztatcenia zalezy od
czasu t. Zbadajmy, jak przy tym zmienia sie objetos$¢ czastki. Objetosé czastki jest
proporcjonalna do liniowych wymiaréw, wiec proporcjonalna do fi fofs. Wowcezas
zmiana objetos$ci w czasie jest proporcjonalna do pochodnej

dfy df dfs

%(f1f2f3) = E(ﬁf?}) + E(flfs) + E(flfﬂ

Z rownan (5.26) wynika,ze

%(flfo?)) = trD f1f2f3, (5.28)

91



gdzie §lad macierzy trD = f; + fo 4+ f3 nie zmienia sie przy zmianie wspotrzednych.
Obliczmy niezmiennik tensora trD w wyjéciowych wspotrzednych

trD = %tr(Vu +(Vu)')=V.-u=0.

Stad na podstawie (5.28) wnioskujemy, ze odksztalcenie nie zmienia objetosci roz-
wazanej czastki Dj,. Wobec tego, jesli czastka rozszerza si¢ w pewnym kierunku,
to w innym kierunku musi sie ona zmniejsza¢. Wtedy czyste odksztalcenie opisuje
punkty stagnacyi cieczy, gdzie pewne linie pradu wchodza, a inne wychodza z punktu
stagnacji (rys. 5.3).

Rysunek 5.3: Ciecz opltywajaca cialo. Punkt A jest przykladem punktu stagnacji.

Ponadto w punkcie stagnacji predko$¢ zanika. Czyli punkt cieczy poruszajacy
sie wzdtuz linii pradu wchodzacej do punktu stagnacji zmniejsza predkos¢ do zera
przy zblizeniu sie do punktu stagnacji. W szczegdlnosci wynika z tego, ze ten punkt
cieczy osiaga punkt stagnacji po nieskonczenie dhugim czasie.

Jest to sprzeczne z rzeczywistoscia. Ten matematyczny wynik przypomina pa-
radoks Zenona o ruchu, ale jest bardziej skomplikowany, poniewaz w paradoksie
Zenona predko$¢ punktu jest stata. W naszym przypadku predkos¢ dazy do zera.
Aby rozwiaza¢ ten paradoks, zgodnie z 0ogblng teoria modelu matematycznego wra-
camy do punktu vii) etapow tworzenia modeli (patrz Czesé I). Rozpatrzmy przyklad
przedstawiony na rysunku 5.4 z predkoscia mierzona w milimetry na sekunde, wtedy
f(0sek) = Imm. Woéwcezas mamy f(15sek) = 0.3 - 107mm = 3angstrema, jest to
rzad wielkosci molekuty. Oczywiscie ogolne przepuszczenie mechaniki osrodkow cia-
glych traci moc, tzn. zasada przejsScia ciggle <> dyskretne nie dziala w otoczeniu
punktu stagnacji. Nie oznacza to, ze mamy calkiem odrzuci¢ model ciaglego prze-
plywu cieczy. Po prostu uwazamy, ze model ten daje przyblizone wartosci predkosci
bliskie zeru w bardzo malym otoczeniu punktu stagnacji.
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Rysunek 5.4: Ruch cieczy w otoczeniu punktu stagnacji A. Funkcja f = f(¢) pokazuje
odlegltos¢ czastki do A. Teoretycznie po skoriczonym czasie czgstka nie osiggnie punktu A.

5.3 Roéwnania mechaniki cieczy

5.3.1 Ciecz idealna
Zasada zachowania masy

Niech D" bedzie dowolnym podobszarem z gltadkim brzegiem obszaru D = D(t).
Masa cieczy w D' moze by¢ obliczona jako calka potrdjna po gestosci

m(D',t) = //p(x, t)dx. (5.29)

Ten wzor wynika z zastosowania zasady przejScia: cigglte — dyskretne, poniewaz
masa jednorodnego elementu réwna jest iloczynowi gestos$ci przez objeto$¢: m; =
piAx;. Niech n bedzie zewnetrznym jednostkowym wektorem normalnym do po-
wierzchni 0D'.

Zasada zachowania masy wyraza sie wzorem catkowym

/D, %(x, t)dx = — /aD' pu - nds. (5.30)

Po lewej stronie wystepuje potrojna catka. Pod znakiem tej catki znajduje sie pred-

ko$¢ zmiany gestosci w obszarze D’. W postaci dyskretnej po prawej stronie wyste-
puje suma wielkosci AA’); Ax; = %. Wobec tego wielko$¢ po prawej stronie (5.30)
jest zmiang masy w objetosci D’ w jednostce czasu. Po prawej stronie wystepuje

calka powierzchniowa wzdluz brzegu 0D’. W postaci dyskretnej po lewej stronie
mamy sume wielkosci pju,|As;|, gdzie u,, = AA}? jest normalng sktadowa predkosci

do elementu powierzchni As; przedstawiona jako droga Ah; w jednostce czasu.

Wielkos¢ AV, = Ah;|As;| jest objetoscia. Wobec tego pj% jest masa cieczy
przechodzacej przez element powierzchni w jednostce czasu. Zatem calka po prawej
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Rysunek 5.5: Wektor normalny do powierzchni 9D’

stronie (5.30) jest masa cieczy przechodzacej przez cala powierzchnie 0D’ w jedno-
stce czasu. Jak wynika z powyzszego opisu wzor (5.30) wyraza bilans masy obszaru
D’ w czasie. Znak minus powstal wskutek skierowania wektora n na zewnatrz po-
wierzchni 0D'.

Korzystajac ze wzoru Ostrogradskiego—Gaussa (1.84) zapiszemy catke powierzch-
niowa wystepujaca po prawej stronie rownania (5.30) jako catke potrojna. Wtedy
otrzymamy twierdzenie o rozbiezno$ci w postaci catkowej

/D/ [% +V- (,Ou)} dx = 0. (5.31)

Wzor (5.31) byl wyprowadzony dla dowolnego podobszaru D'. 7Z kursu analizy
matematycznej wynika, ze rownos¢ (5.31) jest mozliwa dla wszystkich D’ C D, jesli

tylko

dp B
E +V. (pu) =0 (532)

wszedzie w obszarze D. Rownos¢é (5.32) jest teza twierdzenia o rozbieznosci w postaci
rozniczkowej, nazywana jest tez rownaniem ciggtosci.
Ciénienie hydrostatyczne

Cisnienie w cieczy idealnej jest skalarng funkcja p = p(x,t), okreslona z dokladno-
Scig do addytywnej statej. Jesli ciecz znajduje sie w spoczynku i nie dzialaja na niag
zadne sity zewnetrzne, to cisnienie jest staly po. Zwykle za ta stala przyjmuje sie
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JD'

Rysunek 5.6: Wysokos¢ Ah; prostopadta do elementu powierzchni As;

ciSnienie atmosferyczne, ktorego $rednia warto$¢ na Ziemi na poziomie morza wy-
nosi 1013~ Pa. Jesli wzia¢ pod uwage sile ciezkosci, to ciSnienie ma postaé cisnienia
hydrostatycznego p(x,t) = po + pgxs, gdzie oS w3 jest skierowana w dot w kierunku
dziatania sity ciezkosci. Jezeli funkcja ci$nienia p = p(x,t) dzialajacego na S jest
stata, to sita F' dzialajaca na element plaskiej $cianki S jest réwna

F=—pls], (5.33)

gdzie |S| jest polem powierzchni S.

W hydrostatyce stuszne jest prawo Pascala (1653), obrazowo przedstawione na
rysunku 5.7.

Prawo Pascala jest wykorzystywane w hamulcach samochodowych, gdy staby
nacisk na pedal (sita Fy) powoduje dzialanie wiekszej sity (Fo = Fi %) na klocki
hamulcowe. Tutaj |S1| oznacza pole nacisku ze strony kierowcy, |Sa| - pole klockow

hamulcowych.

Zasada zachowania pedu

Ci$nienie p = p(x,t) w cieczy ruchomej jest skomplikowana funkcja zwiazana z po-
lem wektorowym predkosci u. Rozpatrzmy obszar D’ z gladkim brzegiem 0D’.
Dyskretny wzor na site (5.33) na podstawie zasady przejscia: cigglte — dyskretne —
ciggte zmienia sie na wzor z catka powierzchniowa

F=-— /Sp(x, t)n ds, (5.34)
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Rysunek 5.7: Schemat zastosowania prawa Pascala do hamulcow samochodowych

gdzie F jest zewnetrzna sila dzialajaca na czastke. We wzorze (5.34) uwzgledniono,
ze sita jest skierowana w kierunku prostopadlym do powierzchni czyli w kierunku
wektora normalnego —n.

Niech g = g(x,t) oznacza site dzialajaca na ciecz, na przyklad site ciezkosci.
Wowczas calkowita zewnetrzna sila ma postaé¢ calki potrojnej (gestos¢é x sita x
objetosc)

G= | pgdx. (5.35)
D

Calkowita sila dzialajaca na D’ wyraza sie wzorem
G+F— / —Vp + pe] dx. (5.36)

W analizie matematycznej dowodzi sie twierdzenia o wartosci $redniej (patrz takze
Czesc 1), z ktorego wynika, ze calka potrojna jest réwna iloczynowi funkeji pod-
catkowej w pewnym punkcie D’ przez objetos¢ D’. Przy dazeniu D' do ustalonego
punktu x otrzymujemy, ze zewnetrzna sita dzialajgca na maty element D’ jest rowna
[—Vp + pg||D'|. Z drugiego prawa Newtona wynika, ze sila ta jest rowna p|D’|a,
gdzie a = %—‘t‘ jest przySpieszeniem czastki D’. Bilans sil prowadzi do zasady zacho-
wania pedu w postaci rozniczkowey

Du

— =-V . 5.37
D P+ g (5.37)
Wykorzystujac wzor (5.3) otrzymujemy
ou
Por = —p(u-V)u—Vp+ pg. (5.38)
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Ma miejsce zasada zachowania pedu w postaci catkowej, wyprowadzenie ktorej
mozna znalez¢ w ksiazce (8, str.7|

d

— [ pudx = —/ [pn + pu(u-n)] ds + / pg dx. (5.39)
dt D/ aD/ D/

Wielkosci w réwnosci (5.39) maja wymiar iloczynu masy przez site czyli wymiar
pedu.
Zasada zachowania energii

Energia cieczy jest suma energii kinetycznej Fyine: 1 energii wewnetrznej Ey .. Ener-
gia Fye zalezy od temperatury. Dla izotermicznych procesow rozpatrywanych w ni-
niejszym rozdziale, gdy temperatura jest stala, e, tez jest statla. Rozpatrzmy

1
Binet = 5 / pllull? dx, (5.40)
D/

gdzie ||ul]? = u? + v* + w?. Ten wzoér powstaje z zastosowania zasady przejécia:

ciggte — dyskretne do dyskretnego wzoru E = %muz. Zmiana kinetycznej energii

w czasie moze by¢ obliczona ze wzoru [8, str.12]

d Ju
EEkinet = /, P [u . E +u- (u . V)u} dx. (541)

5.4 Zagadnienia teorii cieczy

5.4.1 Ciecz idealna

Rozpatrzmy przypadek cieczy niescisliwej, gdy gestosé p jest stata. Wtedy rownanie
(5.38) mozna napisa¢ w postaci

0
a—‘; = (u-Viu-Vj+g, (5.42)
gdzie p = %. Jesli sila g jest potencjalna, to istnieje taka funkcja skalarna ¢,

ze g = V. Na przyklad sita grawitacyjna jest potencjalna. W tym przypadku
wprowadzmy funkcje ¢ = p — ¢ i napiszmy rownanie (5.42) nastepujaco

du _ —(u-V)u-Vq. (5.43)
ot
Do takiej postaci mozna w szczegdlnych przypadkach sprowadzi¢ réwnanie (5.38)
dla dowolnej gestosci. W tych przypadkach ruch cieczy nazywa sie izentropowym.
Wracamy do przypadku stalej gestosci. Wowczas rownanie (5.32) sprowadza sie
do réwnania

V-u=0. (5.44)
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Rownania (5.43)—(5.44) nazywaja sie rownaniami Eulera i opisuja ciecz idealna.
Rownania Eulera (5.43)—(5.44) mozna zapisa¢ w postaci 4 skalarnych rownan roz-
niczkowych pierwszego rzedu wzgledem 4 skalarnych funkcji u, v, w i q

8_u__u8u+ 8u+w6u_8q
ot~ 0w 0wy 0wy 0wy
ov ov ov ov dq

E - ual’l Ual’g wal‘g B 81’27

ow__ow  ow w0 (5.45)
ot N 8:101 61'2 81[3 81’3’
ou ov  Ow

= 0.
0x1 + 8I2+8J]3

Rownania (5.43)—(5.44) lub (5.45) sa spelnione w obszarze D. Na brzegu 0D ma
by¢ speliony warunek brzegowy

u-n=_0, (5.46)

gdzie n jest zewnetrznym wektorem normalnym do powierzchni 0D. Warunek (5.46)
oznacza, ze ciecz przesuwa sie wzdluz powierzchni 0D i nie przechodzi przez nig.
Jedli $cianka 0D rusza sie z predkoscia V, to warunek brzegowy dla cieczy idealnej
ma postac

u-n=V- n (5.47)

Dla petosci zagadnienia nalezy doda¢ warunek poczatkowy
u(x,0) =h(x), xe€D, (5.48)

gdzie znana wektor—funkcja h jest na przyktad ciggta w domknieciu obszaru D.
Pojecie cieczy potencjalnej byto omoéwione w rozdziale 3. Aby poréwnaé rowna-
nia ruchu potencjalnego cieczy idealnej

Vxu=0, (5.49)

V-u=0 (5.50)

z rownaniami przeptywu cieczy idealnej (5.43)—(5.44) (niekoniecznie przeptyw po-
winien byé¢ potencjalny) napiszemy réwnanie (5.42) w postaci

Ju 1,
E——ux(qu)—V(q+§|u|>. (5.51)

Zostal tutaj wykorzystany wzor (1.74).
Zastosujemy do rownania (5.51) operator wirowania (Vx). Z uwzglednieniem
wzoru (1.71) otrzymujemy rownanie na wirowos¢ w =V X u

Ow
e V x (ux w). (5.52)
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Rownanie (5.52) jest spelniony w szczegélnym przypadku, gdy
w=Vxu=0 (5.53)

czyli ruch cieczy jest potencjalny. Wobec tego ruch cieczy idealnej moze byé po-
tencjalnym (bezwirowym) czyli opisanym przez réwnania (5.49)—(5.50) i opisanym
przez bardziej ogolne rownania (5.43)—(5.44).

Twierdzenie (Kelvina)

Niech prosta zamknieta krzywa 'y rusza sie zgodnie z ruchem cieczy i w czasie t
zajmuje polozenie prostej zamknietej krzywej I'y. Dla cieczy izentropowej cyrkulacja
predkosci wzdtuz krzywej zamknietej nie zmienia sie w czasie

/ u - ds = stala. (5.54)
I':

Dowdd tego twierdzenia mozna znalez¢ w ksiazce |8, str.21]
Ze wzoru Stokesa wynika, ze

/ u-ds = / (V x u) - dS = stala, (5.55)
Iy St

gdzie powierzchnia S; jest ograniczona krzywa I';. Z twierdzenia caltkowego o war-
tosci Sredniej otrzymujemy

/ (V xu)-dS =|[S|(V xu)(xq) = stala (5.56)
St

dla pewnego punktu x¢ na S;; gdzie |S| jest polem powierzchni S. Wzor (5.56)
oznacza, ze wirowoS¢ V X u przemieszcza sie¢ wraz z poruszajaca sie ciecza.
W przypadku ruchu potencjalnego mamy zerowa cyrkulacje

/Ftu-ds:/st(qu)miS:O, (5.57)

skad wynika, ze w cieczy potencjalnej nie ma wiréw, tzn. zamknietych linii pradu.
Konsekwentnie stosujac formalny tok myslenia mozna byltoby doj$¢ do pewnych
wnioskow, ktore jednak nie maja charakteru ogdlnego. Zwiazane to jest z mozli-
woscia ,,odrywania sie strug” (rys. 5.8), gdy jedna warstwa cieczy przesuwa sie po
drugiej (patrz szczegoly w ksiazce [17]).
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Rysunek 5.8: Ciecz optywajaca kule. W pewnych otoczeniach punktow A i A’ warstwy
graniczne (przylegajace do ciala) cieczy ,odrywaja’ sie od kuli. Wewnatrz tych warstw
nastepuje odwrdcenie ruchu, w wyniku czego tworza sie wiry.

Zalozenia cieczy idealnej nie zawsze si¢ sprawdzaja. Pokazemy to na przykladzie.

13 Przyktad
Rozpatrzmy jednowymiarowy ruch cieczy w prostym kanale (rys. 5.9)

VA

P17 P,

X

Rysunek 5.9: Tlustracja jednowymiarowego ruchu cieczy w prostym kanale

Niech cie$ninie ma stale wartosci p; i ps na powierzchniach x = 0ix = L
prostopadtych do Scianek:
_ D2

q(0,t) = %, g(L,t) = = (5.58)

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze p; > po. Jednowymiarowe réwnania Eulera

(5.45) maja postac

ou Ju Jp Ou
%= o o or (5:59)
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skad wynika, ze u zalezy tylko od t oraz
du dq

dt — dx
Wowecezas p jest liniowa funkcja zmiennej x
q(z,t) = A(t)x + B(t).
Z warunkow na ci$nienie (5.58) mamy

pquzpl—plzp%. (5.60)

Wowcezas predkosé jest okreslona jednoznacznie z dokladnoscia do dowolnej stalej
addytywnej C'
w = P1 — P2
pL
7, ostatniego wzoru wynika, ze predko$¢ nieograniczone wzrasta wraz z czasem, co
nie odpowiada rzeczywistosci.

t+C.

5.4.2 Ciecz lepka

Jedno z podstawowych réwnan cieczy idealnej (5.38) bylo wyprowadzone na podsta-
wie bilansu sil, zapisanego w postaci (5.33) albo (5.34). Z ostatnich wzoréw wynika,
ze wewnetrzne sity wystepujace w cieczy idealnej zaleza wytacznie od cisnienia p i
nie uwzgledniaja wewnetrznego tarcia. Rozpatrzmy na poczatek jednowymiarowy
przepltyw cieczy z tarciem, jak pokazano na rysunku 5.10.

Rysunek 5.10: Fragmenty cieczy zawierajace czastki, ktore poruszaja sie z roznymi pred-
kosciami. Czastki A z wieksza predkoscia przenikaja poprzez granice S miedzy warstwami,
przekazujac moment pedu czastkom B i powodujac tym samym zwiekszenie ich predkosci.
Analogicznie czastki B o mniejszej predkosci zmniejszaja predkosé czastek A.
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Jak wynika z do§wiadczen, sita tarcia fi,, na jednostke pola wyraza sie wzorem

Au

Jtar = 'UA_IQ’ (5.61)

gdzie Au = uy — ug jest roznica predkosci w punktach Op i Os, odleglych o Axy;
1 - to wspoteczynnik proporcjonalnosci, ktory zalezy wylacznie od konkretnej cie-
czy i nazywa sie dynamiczng lepkoscig. Wowczas catkowita sita f dziatajaca na

MAJ: ) ' )

W ogblnym przypadku trojwymiarowym prawo (5.62) przyjmuje postac

f=—-pn+o - n, (5.63)
gdzie tensor
011 — P 012 013
o=-pl+o =D= 091 02 —D O3 ;
031 032 033 — P
nazywa si¢ tensorem naprezeri. Tensor o' jest tensorem symetrycznym (oj; = 07;)

liniowo zwigzanym z tensorem odksztalcen
o' =2uD. (5.64)

Nie wszystkie ciecze podlegaja prawu (5.64). Zalezno$¢ pomiedzy tensorem napre-
zen o i tensorem odksztalcen D moze by¢ bardziej skomplikowana, na przyktad
moze wyrazac¢ sie zalezno$cig nieliniowa. W niniejszym podreczniku rozpatrujemy
tylko ciecze, dla ktorych prawo (5.64) ma miejsce. Takie ciecze nazywane sg cie-
czami newtonowskimi. Stosunek dynamicznej lepkosci do gestosci v = u/p nazywa
sie lepkosciq kinetyczng. Lepkoé¢ kinetyczna wody wynosi 0.01cm?/sek, powietrza
0.15c¢m?/sek, spirytusu 0.02cm?/sek, gliceryny 6.8cm?/sek, rteci 0.0012cm?/sek.

Przyklad
Rozpatrzmy jednokierunkowy ruch cieczy, gdy wektor predkosci ma tylko pierwsza
niezerowa wspolrzedna i ma posta¢ u = (u(xz),0,0). Wowczas

0;7“20
Vu = 0O 0 O

0 0 0

oraz

0;7“20
D=-| & ¢ 0

)

0 0 0
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Wtedy rownosé (5.64) jest rownowazna

du (5.65)
013 = 021 = fi—. :
12 21 = M d
Wzor (5.65) wyraza liniowa zaleznosé stycznych naprezen 012 od zmiany predko-
sci ;7“2 wzgledem przestrzennej wspotrzednej xs.

Analogicznie jak réwnanie (5.43), dla cieczy lepkiej uzyskujemy
ou 9
i —(u-V)u+pVau— Vg (5.66)
Wraz z réwnaniem ciagtosci
V-u=0 (5.67)

tworza one réownania Naviera—Stokesa.
Rownania (5.66)—(5.67) sa spelnione w obszarze D. Na brzegu 0D ma by¢ spel-
niony warunek brzegowy
u=0. (5.68)

Oznacza to, ze lepka ciecz przylepia sie do $cianki. Jesli $cianka jest ruchoma, to
warunek brzegowy przyjmuje postac

u = uy, (5.69)

gdzie ug jest predkosciag Scianki.

Przyktlad
Warto wroci¢ do badania cieczy w prostym kanale jak w Przyktadzie 13, ale rozwa-
zajac ciecz lepka i sprawdzi¢, ze tym razem przyklad bedzie fizycznie uzasadniony.
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