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Niniejszy podr¦cznik zostaª przygotowany na potrzeby nowej specjalno±ci Matema-
tyka stosowana kierunku Matematyka Uniwersytetu Pedagogicznego im. Komisji
Edukacji Narodowej w Krakowie w ramach oferty �Zamawianie ksztaªcenia na kie-
runkach technicznych, matematycznych i przyrodniczych - pilota»� - Priorytet IV PO
KL �Szkolnictwo wy»sze i nauka�, Dziaªanie 4.1 �Wzmocnienie i rozwój potencjaªu
dydaktycznego uczelni oraz zwi¦kszenie liczby absolwentów kierunków o kluczowym
znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy�, Poddziaªanie 4.1.2 �Zwi¦kszenie liczby
absolwentów kierunków o kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy�.

Do u»ytku osobistego. Nie podlega sprzeda»y.
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Rozdziaª 1

Analiza wektorowa

Elementy analizy wektorowej s¡ zwykle podawane w standardowym kursie analizy
matematycznej bez zastosowa«. W niniejszym rozdziale elementy analizy wektoro-
wej zostan¡ przedstawione wªa±nie z punktu widzenia zastosowa«, w tym z mechaniki
o±rodków ci¡gªych.

1.1 Przestrze« euklidesowa R3

B¦dziemy rozpatrywa¢ przestrze« euklidesow¡ R3, niekiedy przestrzenie R2 i R1.
W analizie wektorowej czas t wyst¦puje zwykle jako parametr, a badane s¡ zale»no±ci
od przestrzennych zmiennych.

Standardowa ortonormalna baza przestrzeni R3, która okre±la ukªad wspóªrz¦d-
nych kartezja«skich, skªada si¦ z wektorów

i1 = (1, 0, 0), i2 = (0, 1, 0), i3 = (0, 0, 1). (1.1)

Dowolny wektor mo»na przedstawi¢ w postaci

x = x1i1 + x2i2 + x3i3 = (x1, x2, x3). (1.2)

Z jednej strony prawa �zyczne maj¡ by¢ opisane w przestrzeni R3, cz¦sto z wyko-
rzystaniem bazy (i1, i2, i3), z drugiej strony ta baza jest ustalona, lecz prawa �zyczne
nie s¡ zale»ne od bazy. Wobec tego potrzebna jest analiza zmiany bazy w ±wietle
badania niezmienno±ci praw �zycznych od ukªadów wspóªrz¦dnych. Oczywi±cie aby
unikn¡¢ tego badania warto podawa¢ prawa �zyczne w postaci niezale»nej od bazy
i jest to w zasadzie mo»liwe. Jednak dla konkretnych zastosowa« i oblicze« potrzebne
s¡ konkretne ukªady wspóªrz¦dnych.

Niech wektory i′1, i′2, i′3 tworz¡ inn¡ baz¦ ortonormaln¡ (i′1, i
′
2, i

′
3) zaczepion¡

w tym samym punkcie 0 = (0, 0, 0). Wtedy wektory bazowe s¡ zwi¡zane zale»no-
±ciami

i′m =
∑

k=1,2,3

αmkik, (1.3)
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gdzie wspóªczynniki αmk tworz¡ macierz A. Ta macierz mo»e by¢ traktowana jako
macierz przeksztaªcenia liniowego R3 w R3. Cz¦sto dla skrócenia zapisu w takich
wzorach pomija si¦ znak

∑
. Wtedy wzór (1.3) wygl¡da nast¦puj¡co

i′m = αmkik, (1.4)

Nazywa si¦ to sumowaniem wedªug Einsteina. Sumowane s¡ wyrazy maj¡ce par¦
tych samych wska¹ników. To znaczy praw¡ stron¦ wzoru (1.4) sumujemy wzgl¦dem
k, wska¹nik m wyst¦puje równie» w lewej stronie (1.4).

1 Przykªad
Niech i′3 = i3 w (1.3), tzn. przeksztaªcana jest baza (i1, i2) do bazy (i′1, i

′
2) czyli

faktycznie tylko pªaszczyzna R2. Wtedy macierz A ma posta¢

A =


cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1

 , (1.5)

gdzie wektory i′1 i i1 tworz¡ k¡t θ. Wspóªczynniki cos θ, sin θ = cos(π
2
− θ) nazywaj¡

si¦ kosinusami kierunkowymi.

W ogólnym przypadku trójwymiarowym macierz A ma podobn¡ struktur¦

A =


α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 , (1.6)

gdzie wspóªczynnik αmk jest kosinusem k¡ta pomi¦dzy wektorami i′m i ik.

1.2 Walcowy i sferyczny ukªady wspóªrz¦dnych

W analizie przy obliczaniu caªek wielokrotnych oprócz podstawowego kartezja«-
skiego ukªadu wspóªrz¦dnych byªy u»ywane inne ukªady wspóªrz¦dnych. Zwi¡zane
to jest z ksztaªtem rozwa»anego obszaru. Dla obliczenia caªki podwójnej po prosto-
k¡cie warto byªo korzysta¢ z kartezja«skiego ukªadu, natomiast dla koªa - z ukªadu
biegunowego. W niniejszym rozdziale opisane s¡ dwa podstawowe ukªady. Do-
kªadny opis ogólnej teorii krzywoliniowych ukªadów wspóªrz¦dnych mo»na znale¹¢
w ksi¡»kach [7] i [15].

1.2.1 Biegunowy i walcowy ukªady wspóªrz¦dnych

W biegunowym ukªadzie wspóªrz¦dnych na pªaszczy¹nie ka»dy punkt M ma dwie
wspóªrz¦dne r i θ, gdzie r jest odlegªo±ci¡ M od ustalonego punktu O, pocz¡tku
ukªadu, oraz θ jest k¡tem, który tworzy ustalona o± z OM (w przypadku M ̸= O).
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Rysunek 1.1: Biegunowy ukªad wspóªrz¦dnych

Je±li punkt M ma kartezja«skie wspóªrz¦dne (x, y), ustalony punkt O to (0, 0),
ustalona o± to x, wówczas (r, θ) mo»na policzy¢ ze wzorów

r =
√
x2 + y2, tg θ =

y

x
, (gdyM ̸= O). (1.7)

Odwrotnie
x = r cos θ, y = r sin θ. (1.8)

Warto zauwa»y¢, »e wzór
θ = arctg

y

x
. (1.9)

ma miejsce tylko dla x > 0. Natomiast dla x < 0 mamy wzór

θ = arctg
y

x
+ π. (1.10)

Niech punkt M = (x, y, z) b¦dzie okre±lony przez kartezja«skie wspóªrz¦dne.
Opis nowych wspóªrz¦dnych tego punktu mo»na poda¢ w sposób nast¦puj¡cy. Niech
r b¦dzie odlegªo±ci¡ punktuM od osi z. Natomiast niech ϕ b¦dzie miar¡ k¡ta mi¦dzy
osi¡ x a pªaszczyzn¡ wyznaczon¡ przez o± z i punkt M (patrz rys. 1.2). Wówczas
trójk¦ (r, ϕ, z) nazywamy cylindrycznymi wspóªrz¦dnymi punktu M . Zauwa»my, »e

r =
√
x2 + y2, (1.11)

oraz
sinϕ =

y√
x2 + y2

, cosϕ =
x√

x2 + y2
. (1.12)

St¡d otrzymujemy wzory na dwie pierwsze wspóªrz¦dne kartezja«skie punktu M ,
wyra»onego we wspóªrz¦dnych cylindrycznych;

x = r cos θ, y = r sin θ. (1.13)
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Rysunek 1.2: Cylindryczny (walcowy) ukªad wspóªrz¦dnych

1.2.2 Sferyczny ukªad wspóªrz¦dnych

Niech punkt M b¦dzie wyra»ony w kartezja«skich wspóªrz¦dnych (x, y, z). Mo»emy
go jednoznacznie przedstawi¢ w sferycznym ukªadzie wspóªrz¦dnych. Niech r b¦dzie
odlegªo±ci¡ punktu M od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych O = (0, 0, 0), przy zaªo»e-
niu M ̸= O. Natomiast θ oraz ϕ niech b¦d¡ k¡tami odpowiednio mi¦dzy osi¡ z
a odcinkiem OM , oraz mi¦dzy osi¡ x a pªaszczyzn¡ wyznaczon¡ przez o± z i punkt
M (patrz rys. 1.3). Wówczas trójk¦ (r, θ, ϕ) nazywamy sferycznymi wspóªrz¦dnymi
punktu M . Zauwa»my, »e

cos θ =
z

r
, sin θ =

√
x2 + y2

r
. (1.14)

St¡d i ze zwi¡zków

sinϕ =
y√

x2 + y2
, cosϕ =

x√
x2 + y2

(1.15)

otrzymujemy wzory na wspóªrz¦dne kartezja«skie punktu wyra»onego we wspóª-
rz¦dnych sferycznych;

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ. (1.16)
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Rysunek 1.3: Sferyczny ukªad wspóªrz¦dnych

1.3 Iloczyn skalarny, wektorowy i mieszany

1 De�nicja
Iloczynem skalarnym dwóch wektorów a i b nazywamy wielko±¢ skalarn¡

a · b = |a||b| cos(a,b), (1.17)

gdzie θ = (a,b) jest k¡tem pomi¦dzy wektorami a i b.

a

bq »a» sin q
Rysunek 1.4: Geometryczna interpretacja iloczynu skalarnego
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W ukªadzie kartezja«skim mamy wzór

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3 = aibi, (1.18)

gdzie a = (a1, a2, a3) i b = (b1, b2, b3).

2 Przykªad
Rozpatrzmy przykªad, gdy punkt przemieszcza si¦ wzdªu» odcinka od punktu A do
punktu B. W ka»dym punkcie x dziaªa na niego siªa F.

x
A B

F

Fs

Fn

s
n

Rysunek 1.5: Rozkªad siªy F

Wprowadzamy lokalne wspóªrz¦dne zwi¡zane z odcinkiem AB: wzdªu» odcinka
wektor s i prostopadªy do niego wektor n. Siªa F mo»e by¢ przedstawiona w postaci
F = Fs+Fn, gdzie iloczyn skalarny Fs = F ·s jest rzutem F na odcinek AB, iloczyn
skalarny Fn = F ·n jest rzutem na prost¡ normaln¡ do AB. Niech punkt materialny
porusza si¦ wzdªu» AB. Wobec tego cz¦±¢ skªadowa Fn nie wpªywa na ruch cz¡stki.
Natomiast istotnym jest wektor Fs.

2 De�nicja
Iloczynem wektorowym wektorów a i b nazywamy taki wektor c, dla którego

i) |c| = |a||b| sin(a,b),
ii) c⊥a i c⊥b,
iii) wektor c jest skierowany w t¡ stron¦ pªaszczyzny, zawieraj¡cej wektory a i b,

z której obrót od wektora a do wektora b (po wn¦trzu mniejszego k¡ta) odbywa si¦
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara (patrz rys. 1.6).

Oznaczenie dla iloczynu wektorowego: c = a× b.

12



a a
b b

Ÿ ≈

Rysunek 1.6: Ilustracja pªaszczyzny zawieraj¡cej wektory a i b. Symbol ⊙ oznacza, »e

wektor c = a×b skierowany jest w stron¦ czytelnika, natomiast ⊗ - w kierunku przeciwnym

W de�nicji k¡ta (a,b) jest wa»ne, »e k¡t �zaczyna� si¦ od wektora a i �ko«czy�
si¦ na wektorze b, wi¦c k¡t ma znak. W przypadku kosinusów kierunkowych nie
miaªo to znaczenia, poniewa» k¡t wyst¦powaª pod znakiem parzystej funkcji cos.
Zauwa»my, »e pole równolegªoboku z bokami dªugo±ci a i b wynosi |c|. Z rysunku
1.6 wynika, »e je»eli wektory a i b zamienimy miejscami, to ich iloczyn wektorowy
zmieni zwrot na przeciwny, zatem

a× b = −b× a. (1.19)

Wektory bazowe ik speªniaj¡ równo±ci

ik × im = δkm, (1.20)

gdzie δkm jest symbolem Kroneckera.
W ukªadzie kartezja«skim mamy wzór

a× b =

∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1). (1.21)

Pojecie momentu siªy wzgl¦dem punku wprowadza si¦ w nast¦puj¡cy sposób.
Niech belka o dªugo±ci ℓ b¦dzie zamocowana w punkcie O. Przyjmijmy, »e na ko«cu
belki zostaª umieszczony ªadunek o masie m. Wówczas siªa F = mg. Momentem
tej siªy wzgl¦dem punktu O nazywamy

M = Fℓ. (1.22)

W ogólnym przypadku moment siªy wzgl¦dem punktu O okre±la si¦ jako iloczyn
wektorowy

M = x× F, (1.23)

gdzie x jest punktem przyªo»enia siªy F. W szczególnym przypadku wzór (1.23)
pokrywa si¦ ze wzorem (1.22). Niech x = (ℓ, 0, 0), siªa (rys.1.7) F = (0, F, 0). Wów-
czas wedªug de�nicji, albo ze wzoru (1.21) otrzymujemy M = ℓF i3. Z tego wynika,
»e |M| = M . Zatem ilo±ciowo momenty zgadzaj¡ si¦. Przypisanie momentowi
kierunku, tzn. rozwa»anie go jako wektor, ma pewne zalety.

13



i1

i2

i3

O

x

F

x â F

� F

�F

Rysunek 1.7: Interpretacja geometryczna wzoru (1.23).

3 De�nicja
Iloczynem mieszanym wektorów a, b i c nazywamy skalar

V = (a× b) · c. (1.24)

Zgodnie z (1.21) i (1.18) w ukªadzie kartezja«skim mamy

(a× b) · c =

∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ . (1.25)

Z ostatniego wzoru i wªasno±ci wyznaczników wynika, »e wektory a, b i c s¡ liniowo
niezale»ne wtedy i tylko wtedy, gdy (a × b) · c ̸= 0. Ze wzoru (1.25) i wªasno±ci
wyznaczników mamy te»

(a× b) · c = (b× c) · a = (c× a) · b. (1.26)

Z równo±ci (1.21) wynika, »e

(a+ b)× c = a× c+ b× c. (1.27)

Maj¡ miejsce tak»e nast¦puj¡ce wzory

a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b), (1.28)

(a× b)× c = b(a · c)− a(b · c), (1.29)

14



(a× b) · (c× d) =

∣∣∣∣ a · c a · d
b · c b · d

∣∣∣∣ , (1.30)

a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0, (1.31)

(a× b) · (c× d) + (b× c) · (a× d) + (c× a) · (b× d) = 0. (1.32)

Dowody tych wzorów zwykle zajmuj¡ sporo czasu i wymagaj¡ »mudnych rachunków.
Niekiedy dowód mo»na ªatwo uzyska¢ opieraj¡c si¦ na ju» udowodnionym wzorze
Tak np. wzory (1.29)�(1.30) mo»na ªatwo wyprowadzi¢ ze wzoru (1.28). Wzór
(1.29) jest prost¡ konsekwencj¡ wzoru (1.28), po cyklicznym podstawieniu b →
a → c → b i powoªaniu si¦ na wzór (1.19). Wzór (1.30) mo»na uzyska¢ ze wzoru
(1.26) o postaci (a×b)·e = (b×e)·a z podstawienia do niego e = c×d i skorzystania
z (1.28). Natomiast wzór (1.31) uzyskuje si¦ ze wzoru (1.28) dla odpowiednich trójek
wektorów i ich dodawania. Podobnie wzór (1.32) powstaje ze wzoru (1.30).

Wobec tego zostaj¡ tylko »mudne obliczenia, aby udowodni¢ (1.28) (patrz na
przykªad [7], str. 22). Jedyny sposób unikni¦cia dªugich oblicze«, to wykorzysta¢
symboliczne komputerowe obliczenia, co uczynimy w nast¦pnym rozdziale.

3 Przykªad
Rozpatrzmy ostrosªup trójk¡tny pokazany na rysunku 1.8 z kraw¦dziami Ti (i =
1, 2, 3, 4). Niech Si oznacza wektor prostopadªy do Ti skierowany na zewn¡trz ostro-
sªupa (rys. 1.8). Wówczas

S1 + S2 + S3 + S4 = 0. (1.33)

Rysunek 1.8: Ostrosªup trójk¡tny.

Pierwszy dowód. Mo»na uwa»a¢, »e ostrosªup jest okre±lony przez trzy wek-
tory a, b i c, zaczepione w jednym punkcie. Wówczas pozostaªe boki ostrosªupa
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s¡ wyra»ane przez wektory b − a i c − a. Ka»dy z wektorów Si jest iloczynem
wektorowym

S1 = b× a, S2 = c× b, S3 = a× c, S4 = (b− a)× (c− a). (1.34)

Obliczaj¡c sum¦ S1 + S2 + S3 + S4 otrzymujemy (1.33).
Drugi dowód. Niech balonik w ksztaªcie ostrosªupa b¦dzie wypeªniony gazem,

a siªa ci¦»ko±ci - tak zrównowa»ona, »e wisi on w powietrzu. Pod wpªywem gazu
±cianki ostrosªupa s¡ pod staªym ci±nieniem p. Siªa dziaªaj¡ca na ka»d¡ ±ciank¦
wynosi pSi. Wypadkowa tych siª ma by¢ zerowa, poniewa» w przeciwnym przypadku
ostrosªup poruszaªby si¦ w kierunku tej wypadkowej. St¡d zachodzi równo±¢ (1.33).

Zauwa»my, »e drugi dowód nietrudno przenie±¢ na ogólne twierdzenie o sumie
wektorów dla dowolnego wielo±cianu.

1.4 Iloczyn skalarny, wektorowy i mieszany

w Mathematica

Mathematica umo»liwia wykonywanie dziaªa« okre±lonych w rozdziale 1.3. Opera-
torem odpowiadajacym za iloczyn skalarny jest Dot. Mo»emy go u»ywa¢ w dwóch
równowa»nych postaciach:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= Dot@8x, y, z<, 8u, v, w<D
Out[1]= u x + v y + w z
albo -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= 8x, y, z<.8u, v, w<
Out[2]= u x + v y + w z
Natomiast iloczy wektorowy obliczamy za pomoc¡ operatora Cross.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= Cross@8x, y, z<, 8u, v, w<D
Out[3]= 8w y − v z, −w x + u z, v x − u y<
Równowa»ne jest to z u»yciem EsccrossEsc jako znaku dziaªania.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= 8x, y, z<�8u, v, w<
Out[4]= 8w y − v z, −w x + u z, v x − u y<
Przyst¡pimy teraz do dowodu wzoru (1.28) za pomoc¡ Mathematica. Zde�niujmy
trójk¦ wektorów a,b, c.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= a = 8a1, a2, a3<;
b = 8b1, b2, b3<;
c = 8c1, c2, c3<;
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Obliczmy lew¡ stron¦ wzoru (1.28), czyli a× (b× c).-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[8]:= L = a�Hb�cL
Out[8]= 8−a2 b2 c1 − a3 b3 c1 + a2 b1 c2 + a3 b1 c3,

a1 b2 c1 − a1 b1 c2 − a3 b3 c2 + a3 b2 c3,
a1 b3 c1 + a2 b3 c2 − a1 b1 c3 − a2 b2 c3<

Teraz praw¡ stron¦ wzoru (1.28), czyli b(a · c)− c(a · b).-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[9]:= P = b Ha.cL − c Ha.bL
Out[9]= 8−Ha1 b1 + a2 b2 + a3 b3L c1 + b1 Ha1 c1 + a2 c2 + a3 c3L,−Ha1 b1 + a2 b2 + a3 b3L c2 + b2 Ha1 c1 + a2 c2 + a3 c3L,−Ha1 b1 + a2 b2 + a3 b3L c3 + b3 Ha1 c1 + a2 c2 + a3 c3L<
Upro±¢my powy»sze wyra»enie.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[10]:= P = % êê Simplify

Out[10]= 8−a2 b2 c1 − a3 b3 c1 + a2 b1 c2 + a3 b1 c3,
a1 b2 c1 − a1 b1 c2 − a3 b3 c2 + a3 b2 c3,
a1 b3 c1 + a2 b3 c2 − a1 b1 c3 − a2 b2 c3<

Sprawd¹my czy uzyskane wyra»enia (równe lewej i prawej stronie wzoru (1.28)) s¡
równe. Mo»emy to zrobi¢ na dwa sposoby. Pierwszym jest porównanie obydwu
stron, Wówczas Mathematica poda warto±¢ logiczn¡ zapisanego wyra»enia.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[11]:= L == P

Out[11]= True

Je»eli natomiast odejmiemy od jednej strony drug¡, to powinni±my otrzyma¢ wektor
zerowy.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[12]:= L − P
Out[12]= 80, 0, 0<
Dowód zostaª uko«czony.

1.5 Obrót ciaªa

Przyjmijmy, »e ciaªo umieszczone w punkcie M obraca si¦ wokóª osi OA, gdzie O
jest pocz¡tkiem ukªadu wspóªrz¦dnych. Wektor k¡towej pr¦dko±ci ω, mierzony na
przykªad w stopniach na sekund¦, jest prostopadªy do rzutu MA punktu M na
o± obrotu (rys. 1.9). Kierunek wektora ω jest wybrany w nast¦puj¡cy sposób.
Popatrzmy na ciaªo z ustalonej strony równolegle do osi obrotu (na rysunku: to
kierunek pionowy). Obrót punktu M w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek
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Rysunek 1.9: Obrót punktu M wokóª osi OA z k¡tow¡ pr¦dko±ci¡ ω.

zegara powoduje, »e wektor ω jest skierowany w gór¦. Je±li punkt M obraca si¦
w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara, to wektor ω jest skierowany w dóª.

Liniowa pr¦dko±¢ v punktu M o wspóªrz¦dnej x jest zwi¡zana z k¡tow¡ pr¦dko-

±ci¡ ω wzorem
v = ω × x. (1.35)

Oczywisty matematyczny wzór (1.27) ma niezupeªnie oczywist¡ mechaniczn¡
interpretacje, »e pr¦dko±ci k¡towe ciaªa mo»na dodawa¢, czyli

(ω1 + ω2)× x = ω1 × x+ ω2 × x. (1.36)

Rozpatrzmy teraz obrót materialnej cz¡stki o masie m. Niech w czasie t cz¡stka
znajduje si¦ w punkcie M o wspóªrz¦dnej x. K¡towy p¦d cz¡stki wzgl¦dem punktu
O w czasie t oblicza si¦ wedªug wzoru

L = mx× v, (1.37)

gdzie v jest chwilow¡ liniow¡ pr¦dko±ci¡ cz¡stki.
Energi¦ kinetyczn¡ cz¡stki oblicza si¦ w oparciu o wzory (1.35) i (1.37)

K =
m|v|2

2
=
m|ω||x|2

2
=

1

2
|L|. (1.38)
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1.6 Podstawowe poj¦cia teorii tensorów

Teoria tensorów u»ywana jest w badaniu i przeksztaªcaniu wzorów zapisanych w kon-
kretnych ukªadach wspóªrz¦dnych przy zmianie zmiennych. Tensorem rz¦du 0 na-
zywa si¦ wielko±¢ skalarn¡. Na przykªad rozkªad temperatury jest tensorem rz¦du
0. Wielko±¢ skalarna nie zmienia si¦ przy zmianie zmiennych.

Kªopot przy zmianie zmiennych powstaje dopiero gdy rozwa»my wektory. Oczy-
wi±cie, wektor a = (2,−1, 3) zapisany w bazie (1.1) ma inne wspóªrz¦dne w innej
bazie. Na przykªad, niech wektor a wyra»a pewn¡ siª¦, która obiektywnie nie zale»y
od wybranej bazy. Wi¦c ten �zyczny wektor ma by¢ tym samym we wszystkich
bazach, chocia» jego zapis w ró»nych bazach jest inny. Niech A oznacza macierz
obrotów przestrzeni R3 wokóª pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych, zapisanej w postaci
kosinusów kierunkowych (1.6). Wtedy wspóªrz¦dne ak pewnego wektora przeksztaª-
caj¡ si¦ do wspóªrz¦dnych a′m wedªug wzoru (patrz (1.4))

a′m = αmkak, (1.39)

Mo»na to tak»e zapisa¢ w postaci mno»enia macierzy przez wektor

a′ = Aa. (1.40)

Mówimy, »e wektor �zyczny tworzy tensor rz¦du 1. Innymi sªowy, zbiór wszystkich
wektorów zwi¡zanych wzorami (1.39) albo (1.40) tworzy tensor rz¦du 1.

Nast¦pnie macierze wyst¦puj¡ jako tensory rz¦du 2. Formalnie tensor rz¦du 2
wprowadza si¦ jako zbiór macierzy niezmienniczych wzgl¦dem obrotów A. Niech B
b¦dzie macierz¡, która wyra»a pewn¡ �zyczn¡ wielko±¢ w pewnym ukªadzie wspóª-
rz¦dnych, B′ - macierz¡ tej samej �zycznej wielko±ci w innych wspóªrz¦dnych zwi¡-
zanych macierz¡ przeksztaªcenia A o wspóªrz¦dnych αkm. Przypominamy, »e kosi-
nusy kierunkowe αkm = cos(i′k, im), gdzie im jest bazowym wektorem o wyj±ciowych
wspóªrz¦dnych, i′k - przeksztaªconych. Macierz B stanowi tensor rz¦du 2, je±li dla
dowolnego obrotu A elementy macierzy B i B′ s¡ zwi¡zane

b′jk = αjlαmkblm, (1.41)

gdzie sumowanie przebiega po l i m.
Jednymi z najwa»niejszych przykªadów tensorów rz¦du 2 s¡ tensory napr¦»e«

i odksztaªce« w teorii spr¦»ysto±ci i mechanice cieczy, rozpatrywanych tak»e w tej
ksi¡»ce. W niniejszym rozdziale wyja±nimy poj¦cie tensora rz¦du 2 na przykªadzie
tensora p¦du bezwªadno±ci L = (L1, L2, L3) ze wzoru (1.37). Podstawiamy (1.35)
do (1.37)

L = mx× (ω × x). (1.42)

Ze wzoru (1.28) wynika, »e

L = m[ω(x · x)− x(ω · x)]. (1.43)

Zapiszemy ostatni wzór we wspóªrz¦dnych

Lj = m(ωjxlxl − xjωkxk), (1.44)
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gdzie sumowanie przebiega po l i k, ω = (ω1, ω2, ω3). Zapiszemy ωj w postaci sumy
ωj = δjkωki wtedy (1.44) nast¦puj¡co

Lj = mIjkωk, (1.45)

gdzie
Ijk = m(δjkxlxl − xjxk). (1.46)

Obliczmy Ijk dla j, k = 1, 2, 3

I11 = m(xlxl − x21) = m(x22 + x23),

I22 = m(x21 + x23),

I33 = m(x21 + x22),

I12 = I21 =−mx1x2,

I13 = I31 =−mx1x3,

I23 = I32 =−mx2x3.

(1.47)

Elementy Ijk tworz¡ tensor bezwªadno±ci I. Ze wzoru (1.45) wynika, »e

L = mI · ω, (1.48)

tzn. wektor momentu L (tensor rz¦du 1) jest równy iloczynowi tensora I (tensor
rz¦du 2) przez wektor ω (tensor rz¦du 1).

Przyjmijmy, »e mamy sztywnie zwi¡zane n cz¡stek o masie mi ulokowanych
w punktach xi. Wtedy tensor momentu bezwªadno±ci ukªadu tych cz¡stek we wspóª-
rz¦dnych kartezja«skich wyra»a si¦ wzorami

I11 =
n∑
i=1

mi(x
2
i2 + x2i3),

I22 =
n∑
i=1

mi(x
2
i1 + x2i3),

I33 =
n∑
i=1

mi(x
2
i1 + x2i2),

I12 = I21 = −
n∑
i=1

mixi1xi2,

I13 = I31 = −
n∑
i=1

mixi1xi3,

I23 = I32 = −
n∑
i=1

mixi2xi3,

(1.49)

gdzie xi = (xi1, xi2, xi3).
Rozpatrzmy teraz ciaªo ci¡gªe zajmuj¡ce obszar D o g¦sto±ci ρ(x) zale»nej od

wspóªrz¦dnej x w ogólnym przypadku. Stosuj¡c zasad¦ przej±cia ci¡gªe ↔ dyskretne
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obliczmy moment bezwªadno±ci tego ciaªa. Rozpatrzmy na przykªad element tensora
I11. Zamiast ciaªa ci¡gªego rozpatrzmy maªe kawaªki tego ciaªa ze ±rodkami ci¦»ko±ci
w punktach xi o masachmi. Wówczas wedªug pierwszego wzoru (1.49) otrzymujemy
I11 dla ciaªa dyskretnego. Przedstawimy mas¦ w postaci mi = ρ(xi)∆Vi, gdzie ∆Vi
jest obj¦to±ci¡ i−tego kawaªka. Przechodz¡c do granicy maxi(∆Vi) → 0, otrzymu-
jemy z pierwszego wzoru (1.49) caªk¦ potrójn¡

I11 =

∫
D

ρ(x)(x22 + x23) dx, (1.50)

gdzie x = (x1, x2, x3), dx = dx1dx2dx3.
W zastosowaniach przewa»nie wyst¦puj¡ tensory rz¦du 2 w formie macierzy sy-

metrycznych. Z kursu algebry wiadomo, »e macierz symetryczna mo»e by¢ sprowa-
dzona do macierzy diagonalnej z rzeczywistymi elementami po przek¡tnej. Oznacza
to, »e istnieje taki ukªad wspóªrz¦dnych, w którym tensor ma posta¢ macierzy dia-
gonalnej.

1.7 Pole skalarne i wektorowe

Polem skalarnym nazywamy funkcj¦ trzech zmiennych u : D → R okre±lon¡ w zbio-
rze D ⊂ R3. Np. rozkªad temperatury T = T (x) albo ci±nienie p = p(x), gdy x ∈ D
tworz¡ pola skalarne.

Pole wektorowe wprowadza si¦ jako wektor-funkcj¦ a : D → R3 okre±lon¡ w zbio-
rze D. Na przykªad, rozkªad siªy w D, tzn. siª¦ podan¡ w postaci wektora w ka»dym
punkcie D, mo»na rozumie¢ jako pole wektorowe. We wspóªrz¦dnych kartezja«skich
pole wektorowe ma posta¢ a(x) = (a1(x), a2(x), a3(x)).

1.7.1 Gradient

Niech funkcja u b¦dzie ró»niczkowalna w obszarze D. Gradientem gªadkiego pola
skalarnego u nazywamy pole wektorowe, które w D we wspóªrz¦dnych kartezja«skich
ma posta¢

grad u ≡ ∇u :=

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
,
∂u

∂x3

)
. (1.51)

W de�nicji gradientu wyst¦puje operator nabla, który mo»na zapisa¢ jako operator
ró»niczkowy postaci

∇ :=

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)
. (1.52)

Niech b¦dzie dany jednostkowy wektor w. Zwi¡zek gradientu z pochodn¡ kie-
runkow¡ jest omawiany w kursie analizy i wyra»a si¦ relacj¡

∂u

∂w
= ∇u ·w. (1.53)
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We wspóªrz¦dnych kartezja«skich (1.53) przyjmuje posta¢

∂u

∂w
=

∂u

∂x1
w1 +

∂u

∂x2
w2 +

∂u

∂x3
w3, (1.54)

gdzie w = (w1, w2, w3). Kierunek w mo»e w szczególno±ci okre±la¢ gªadk¡ krzyw¡
L, tzn. w ka»dym punkcie krzywej jest podany jednostkowy wektor styczny, który
oznaczymy liter¡ s. Wówczas ∂u

∂s
jest pochodn¡, która pokrywa si¦ z pochodn¡

∂u
∂s

wzgl¦dem parametru naturalnego s tej krzywej. Czyli w ostatnim wyra»eniu
pochodna jest traktowana jako pochodna funkcji u(x1(s), x2(s), x3(s)), gdzie para-
metryczne równanie krzywej ma trzy równania x1 = x1(s), x2 = x2(s), x3 = x3(s)
z naturalnym parametrem s ∈

[
0, |L|

]
. Przypominamy, »e za pomoc¡ parametru

naturalnego krzywa L :
[
0, |L|

]
→ R3 (w innej postaci L : s 7→ (x1, x2, x3)) jest

okre±lona w taki sposób, »e dªugo±¢ odcinka [0, s] pokrywa si¦ z odpowiedni¡ dªugo-
±ci¡ cz¦±ci krzywej czyli ªuku L[0, s]. Naturalna parametryzacja mo»e by¢ pokazana
w taki sposób: prosta ni¢ o dªugo±ci |L|, nakªadana jest na krzyw¡ L (rys. 1.10).

0 »L»
L

Rysunek 1.10: Ilustracja naturalnej parametryzacji krzywej

Niech gªadka krzywa L b¦dzie zorientowana, czyli przypisany jest do niej dowolny
kierunek. Jednostkowy wektor n = (n1, n2, n3) prostopadªy do wektora stycznego
s i skierowany w praw¡ stron¦ od orientowanej krzywej nazywa si¦ zewn¦trznym

wektorem normalnym do L.
Rozpatrzmy przypadek ró»niczkowalnej funkcji u dwóch zmiennych x1, x2. Wpro-

wadzamy staª¡ c. Niech równanie u(x1, x2) = c okre±la lini¦ na pªaszczy¹nie zmien-
nych x1, x2 (w ogólnym przypadku mo»e to by¢ zbiór pusty, punkt, albo bardziej
skomplikowany zbiór). Zmieniaj¡c c otrzymujemy rodzin¦ krzywych zwanych pozio-

micami funkcji u. Przykªad funkcji u = u(x1, x2) jest podany na rysunku 1.11.
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uHx1,x2L=c

O x1

x2

Rysunek 1.11: Poziomice funkcji u(x1, x2) = x21+x22. Oczywi±cie s¡ to okr¦gi x21+x22 = c
o ±rodku w punkcie (0, 0) i promieniu dªugo±ci

√
c.

Zapiszemy iloczyn skalarny (1.53) w postaci

∂u

∂w
= |∇u||w| cos θ, (1.55)

gdzie wektory ∇u i w tworz¡ k¡t θ. Ustalmy punkt x i przechodz¡c¡ przez niego
gªadk¡ lini¦ poziomow¡ L (rys. 1.12).

L

O x1

x2

x
n

s

Rysunek 1.12: Jednostkowe wektory styczny s i normalny n do L. Funkcja u = u(x)
w punkcie x najszybszej wzrasta w kierunku n, najszybszej maleje w kierunku −n i nie

zmienia si¦ w kierunkach ±s.
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Wprowadzamy jednostkowy wektor styczny s i normalny n do L zaczepione
w punkcie x. Funkcja u = u(x1, x2) jest staªa na L, st¡d mamy

∂u

∂s
= 0. (1.56)

Wtedy z równo±ci (1.55) wynika, »e wektory s i ∇u s¡ prostopadªe. Wobec tego
wektor ∇u jest równolegªy do wektora n i zachodzi

∂u

∂n
= ±|∇u|. (1.57)

Znak plus w (1.57) ma miejsce, gdy funkcja u = u(x1, x2) wzrasta w kierunku n, ma
znak minus, gdy zmniejsza si¦. Warto±¢ funkcji u = u(x) zmienia si¦ najszybszej
w kierunku gradientu i najwolniej wzdªu» poziomicy. Na podstawie tej obserwacji
utworzona jest numeryczna metoda najszybszego spadku (patrz w internecie hasªo
�Gradient descent�, albo http://en.wikipedia.org/wiki/Gradient_descent), w
której w celu numerycznego obliczenia minimum funkcji u = u(x1, x2) wybieramy
dowolny punkt, a potem krok po kroku schodzimy w kierunku −|∇u| do lokalnego
minimum.

Rodzina poziomic oraz gradientów tworzy prostopadª¡ krzywoliniow¡ siatk¦ na
pªaszczy¹nie (rys. 1.13).

O x1

x2

Rysunek 1.13: Prostopadªa krzywoliniowa siatka na pªaszczy¹nie funkcji u(x1, x2) = x21+
x22, stworzona przez póªproste o pocz¡tku w zerze i koncentryczne okr¦gi o ±rodkach (0, 0)
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Podobnie jest w przestrzeni. Tylko zamiast poziomic mamy tzw. izopowierzchnie
u(x1, x2, x3) = c.

Gradient byª wprowadzony przez (1.51) w ukªadzie wspóªrz¦dnych kartezja«-
skich. Mo»na poda¢ równowa»n¡ de�nicj¦, niezale»n¡ od ukªadu wspóªrz¦dnych,
podkre±laj¡c¡ �zyczn¡ tensorow¡ natur¦ gradientu przez caªk¦ powierzchniow¡

∇u = lim
|D|→0

1

|D|

∫
∂D

undS, (1.58)

gdzie obszar D jest ograniczony powierzchni¡ ∂D, |D| oznacza obj¦to±¢ D.

1.7.2 Dywergencja

Dywergencj¦ ró»niczkowalnego pola wektorowego a w punkcie wprowadza si¦ jako

div a = ∇ · a. (1.59)

W ukªadzie kartezja«skim

div a = ∇ · a =
∂a1
∂x1

+
∂a2
∂x2

+
∂a3
∂x3

, (1.60)

gdzie a = (a1, a2, a3). Analogicznie do (1.58) dywergencj¦ mo»na wprowadzi¢ nieza-
le»nie od ukªadu wspóªrz¦dnych przez caªk¦ powierzchniow¡

∇ · a = lim
|D|→0

1

|D|

∫
∂D

a · n dS. (1.61)

Równo±¢
∇ · a(x) = 0 (1.62)

lokalnie oznacza, »e w punkcie x pole wektorowe a nie posiada ¹ródeª ani upustów,
tzn. wygl¡da jak pole uwarstwione (laminarne). Natomiast w przypadku niezerowej
dywergencji pole ma w punkcie x osobliwo±¢.

Rysunek 1.14: Pole z osobliwo±ci¡ (±rodek okr¦gów) oraz pole uwarstwione
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Dla bardziej precyzyjnego uzasadnienia sensu równo±ci (1.62) rozpatrzmy kon-
kretne pole strumienia cieplnego q = (q1, q2, q3). Wspóªrz¦dna q1 jest ilo±ci¡ ciepªa
przechodz¡c¡ w jednostce czasu w kierunku osi x1 przez kwadrat o polu 1 umiesz-
czony prostopadle do kierunku x1. Wielko±¢ ∂q1

∂x1
wyra»a przestrzenn¡ zmian¦ tej

ilo±ci ciepªa w kierunku x1. W przypadku jednowymiarowym, gdy strumie« ma
posta¢ q = (q1(x1), 0, 0), równo±¢ (1.62) sprowadza si¦ do równo±ci

dq1
dx1

= 0, (1.63)

co oznacza, »e tyle ile ciepª¡ weszªo do punktu tyle i wyszªo.
Podobnie w przestrzeni trójwymiarowej, trzeba tylko wzi¡¢ pod uwag¦ strumie«

cieplny we wszystkich kierunkach bazowych. Wielko±ci ∂q2
∂x2

i ∂q3
∂x3

wyra»aj¡ prze-
strzenn¡ zmian¦ ilo±ci ciepªa w kierunkach osi x2 i x3. Caªkowita zmiana ilo±ci
ciepªa przechodz¡ca przez punkt x wynosi

∂q1
∂x1

+
∂q2
∂x2

+
∂q3
∂x3

.

Je»eli w punkcie x ciepªo nie powstaje i nie znika, to z prawa zachowania ciepªa
wynika, »e ostatnie wyra»enie musi by¢ równe zero. Odwrotnie, je±li dywergencja
wynosi zero, to w rozwa»anym punkcie bilans ciepªa jest zerowy, tzn. w tym punkcie
nic nie znika i nie powstaje.

4 Przykªad
Niech strumie« cieplny ma posta¢ pola wektorowego

q(x) = q0
x

r3
= q0

1

r3
(x1, x2, x3), (1.64)

gdzie q0 jest staª¡, r = |x|. Wykorzystuj¡c równo±¢ ∂r
∂xi

= xi
r
(i = 1, 2, 3) obliczmy

pochodne
∂qi
∂xi

= q0
∂

∂xi

(xi
r3

)
= q0

(
1

r3
− 3x2i

r5

)
. (1.65)

St¡d wsz¦dzie oprócz pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych mamy

∇ · q = 0. (1.66)

W punkcie x = 0mamy osobliwo±¢ pola wektorowego, które zbadamy w rozdziale
1.8 za pomoc¡ caªki powierzchniowej.

1.7.3 Wirowo±¢

Wirowo±¢ ró»niczkowalnego wektorowego pola a jest wektorem

rot a = ∇× a. (1.67)
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Dla wirowo±ci jest u»ywane tak»e oznaczenie curl. W Mathematica operator wiro-
wo±ci oznacza si¦ przez Curl. W ukªadzie kartezja«skim

rot a = curl a = ∇× a =

∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3
∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ . (1.68)

Obliczenie wyznacznika prowadzi do wzoru

∇× a =

(
∂a3
∂x2

− ∂a2
∂x3

,
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

,
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)
(1.69)

Analogicznie do (1.58) i (1.61) wirowo±¢ mo»na wprowadzi¢ niezale»nie od ukªadu
wspóªrz¦dnych nast¦puj¡co:

∇× a = lim
|D|→0

1

|D|

∫
∂D

n× a dS. (1.70)

5 Przykªad
Obrót ciaªa staªego wokóª pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych jest opisany w rozdziale
1.5. Pr¦dko±¢ liniowa punktu x ma posta¢ v = ω × x, gdzie ω jest pr¦dko±ci¡
k¡tow¡. Obliczmy wirowo±¢ pola pr¦dko±ci ∇ × v = ∇ × (ω × x) = 2ω. St¡d
wida¢ przewag¦ wektorowego wprowadzenia pr¦dko±ci k¡towej, która pokrywa si¦
z wirowo±ci¡ liniowej pr¦dko±ci z dokªadno±ci¡ do wspóªczynnika 2.

1.7.4 Wzory na gradient, dywergencj¦ i wirowo±¢

Maj¡ miejsce nast¦puj¡ce wzory dla pola skalarnego φ i pól wektorowych a, b

∇×∇φ = 0, (1.71)

∇ · (a× b) = b(∇× a)− a(∇× b), (1.72)

∇× (φa) = φ(∇× a)− a(∇φ), (1.73)

1

2
∇|a|2 = a× (∇× a) + (a · ∇)a, (1.74)

∇× (a× b) = (a · ∇)b− (b · ∇)a+ a∇ · b− b∇ · a. (1.75)

Je±li pola zale»¡ od jednej zmiennej i maj¡ posta¢ φ = φ[f(x)], a = a[f(x)],
gdzie f jest ró»niczkowalna, to

∇φ[f(x)] = dφ

df
[f(x)] ∇f(x), (1.76)

∇ · a[f(x)] = da

df
[f(x)] · ∇f(x), (1.77)
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∇× a[f(x)] = ∇f(x)× da

df
[f(x)], (1.78)

∇2a = ∇(∇ · a)−∇× (∇× a). (1.79)

Na przykªad ze wzoru (1.76) wynika

∇|x| = x

|x|
, ∇ 1

|x|
= − x

|x|3
. (1.80)

W obliczeniach przydatne s¡ wzory na podstawowe operatory ró»niczkowe w in-
nych wspóªrz¦dnych. Od razu przytoczymy te wzory w Mathematica (szczegóªy
patrz Cz¦±¢ III). We wspóªrz¦dnych walcowych mamy-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= Needs@" VectorAnalysis` " D
In[2]:= SetCoordinates @Cylindrical D

Out[2]= Cylindrical@Rr, Ttheta, ZzD-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= CoordinateRanges@D
Out[3]= 80 ≤ Rr < ∞, −π < Ttheta ≤ π, −∞ < Zz < ∞<
In[4]:= JacobianDeterminant@ D

Out[4]= Rr

In[5]:= Grad@f@Rr, Ttheta, ZzDD ê. 8Rr → r, Ttheta → θ, Zz → z<
Out[5]= :fH1,0,0L@r, θ, zD, fH0,1,0L@r, θ, zD

r
, fH0,0,1L@r, θ, zD>-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= a@Rr_, Ttheta_, Zz_D = 8a1@Rr, Ttheta, ZzD, a2@Rr, Ttheta, ZzD,
a3@Rr, Ttheta, ZzD<;

In[7]:= Div@a@Rr, Ttheta, ZzDD ê. 8Rr → r, Ttheta → θ, Zz → z< êê
Simplify

Out[7]=
1

r
Ia1@r, θ, zD + r a3H0,0,1L@r, θ, zD +
a2H0,1,0L@r, θ, zD + r a1H1,0,0L@r, θ, zDM-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[8]:= Curl@a@Rr, Ttheta, ZzDD ê. 8Rr → r, Ttheta → θ, Zz → z< êê
Simplify

Out[8]= :−a2H0,0,1L@r, θ, zD + a3H0,1,0L@r, θ, zD
r

,

a1H0,0,1L@r, θ, zD − a3H1,0,0L@r, θ, zD,
a2@r, θ, zD − a1H0,1,0L@r, θ, zD + r a2H1,0,0L@r, θ, zD

r
>

28



-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[9]:= Laplacian@f@Rr, Ttheta, ZzDD ê. 8Rr → r, Ttheta → θ, Zz → z< êê
Simplify

Out[9]= fH0,0,2L@r, θ, zD + fH0,2,0L@r, θ, zD
r2

+
fH1,0,0L@r, θ, zD

r
+ fH2,0,0L@r, θ, zD

Zapiszemy ostatni wzór w przyjemnej matematycznej postaci

∇2f =
1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
+

1

r2
∂2f

∂θ2
+
∂2f

∂z2
. (1.81)

Analogicznie we wspóªrz¦dnych sferycznych otrzymujemy-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= Needs@" VectorAnalysis` " D
In[2]:= SetCoordinates @Spherical D

Out[2]= Spherical@Rr, Ttheta, PphiD-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= CoordinateRanges@D
Out[3]= 80 ≤ Rr < ∞, 0 ≤ Ttheta ≤ π, −π < Pphi ≤ π<
In[4]:= JacobianDeterminant@ D

Out[4]= Rr2 Sin@TthetaD-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= Grad@f@Rr, Ttheta, PphiDD ê. 8Rr → r, Ttheta → θ, Pphi → φ<
Out[5]= :fH1,0,0L@r, θ, φD, fH0,1,0L@r, θ, φD

r
,
Csc@θD fH0,0,1L@r, θ, φD

r
>-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= a@Rr_, Ttheta_, Pphi_D = 8a1@Rr, Ttheta, PphiD, a2@Rr, Ttheta, PphiD,
a3@Rr, Ttheta, PphiD<;

In[7]:= Div@a@Rr, Ttheta, PphiDD ê. 8Rr → r, Ttheta → θ, Pphi → φ< êê Simplify

Out[7]=
1

r
I2 a1@r, θ, φD + a2@r, θ, φD Cot@θD +
Csc@θD a3H0,0,1L@r, θ, φD + a2H0,1,0L@r, θ, φD + r a1H1,0,0L@r, θ, φDM-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[8]:= Curl@a@Rr, Ttheta, PphiDD ê. 8Rr → r, Ttheta → θ, Pphi → φ< êê Simplify

Out[8]= :a3@r, θ, φD Cot@θD − Csc@θD a2H0,0,1L@r, θ, φD + a3H0,1,0L@r, θ, φD
r

,− a3@r, θ, φD − Csc@θD a1H0,0,1L@r, θ, φD + r a3H1,0,0L@r, θ, φD
r

,

a2@r, θ, φD − a1H0,1,0L@r, θ, φD + r a2H1,0,0L@r, θ, φD
r

>
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[9]:= Laplacian@f@Rr, Ttheta, PphiDD ê. 8Rr → r, Ttheta → θ, Pphi → φ< êê
Simplify

Out[9]=
1

r2
ICsc@θD2 fH0,0,2L@r, θ, φD + Cot@θD fH0,1,0L@r, θ, φD +
fH0,2,0L@r, θ, φD + 2 r fH1,0,0L@r, θ, φD + r2 fH2,0,0L@r, θ, φDM

Podobne obliczenia mo»na wykona¢ w innych wspóªrz¦dnych wbudowanych w
Mathematica (patrz Help: VectorAnalysis/tutorial/VectorAnalysis).

1.8 Twierdzenia caªkowe

W standardowym kursie analizy matematycznej s¡ podane nast¦puj¡ce wzory caª-
kowe w postaci twierdze«.

1 Twierdzenie (Ostrogradskiego�Gaussa)
Niech w obszarze D ⊂ R3 z kawaªkami gªadkim brzegiem ∂D funkcje skalarne P (x),

Q(x) i R(x) a tak»e ich pochodne ∂P
∂x1

(x), ∂Q
∂x2

(x), ∂R
∂x3

(x) b¦d¡ ci¡gªe w domkni¦ciu
D. Wówczas zachodzi wzór∫

D

(
∂P

∂x1
+
∂Q

∂x2
+
∂R

∂x3

)
dx

=

∫
∂D

(P cos(n, x1) +Q cos(n, x2) +R cos(n, x3)) dS,

(1.82)

gdzie (n, xi) jest k¡tem pomi¦dzy wektorem normalnym n do ∂D a osi¡ xi.

We wzorze (1.82) z lewej strony wyst¦puje caªka potrójna, po prawej stronie -
powierzchniowa.

2 Twierdzenie (Stokesa)
Niech S b¦dzie gªadk¡ zorientowan¡ powierzchni¡ w przestrzeni R3 z brzegiem ∂S,
który jest zamkni¦t¡, regularn¡ i gªadk¡ krzyw¡. Niech funkcje skalarne P (x), Q(x)
i R(x) a tak»e ich pochodne ∂P

∂x2
(x), ∂P

∂x3
(x), ∂Q

∂x1
(x), ∂Q

∂x3
(x), ∂R

∂x1
(x), ∂R

∂x2
(x) b¦d¡

ci¡gªe w domkni¦ciu S. Wówczas∫
S

[(
∂R

∂x2
− ∂Q

∂x3

)
cos(n, x1) +

(
∂P

∂x3
− ∂R

∂x1

)
cos(n, x2)

+

(
∂Q

∂x1
− ∂P

∂x1

)
cos(n, x3)

]
dS =

∫
∂D

Pdx1 +Qdx2 +Rdx3,

(1.83)

gdzie n jest wektorem normalnym do powierzchni S.

We wzorze (1.83) z lewej strony wyst¦puje caªka powierzchniowa, po prawej
stronie - krzywoliniowa.

Napiszemy wzory (1.82) i (1.83) stosuj¡c oznaczenia analizy wektorowej. Wpro-
wad¹my wektor�funkcj¦ a = (P,Q,R). Wtedy podcaªkowe wyra»enie w caªce po
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lewej stronie (1.82) jest dywergencj¡ pola wektorowego a czyli ∇·a. Natomiast pod-
caªkowe wyra»enie w caªce po prawej stronie (1.82) mo»na rozpatrywa¢ jako iloczyn
skalarny wektorów a i n. Wobec tego wzór Ostrogradskiego�Gaussa mo»na zapisa¢
nast¦puj¡co: ∫

D

∇ · a dx =

∫
∂D

a · n ds. (1.84)

Analogicznie wzór Stokesa (1.83)∫
Γ

a · ds =
∫
S

(∇× a) · dS, (1.85)

gdzie dS = n ds.
We wzorze (1.84) przyjmijmy - kolejno a = (φ, 0, 0), a = (0, φ, 0), a = (0, 0, φ) i

zapiszemy trzy otrzymane skalarne wzory w postaci jednego wektorowego∫
D

∇φ dx =

∫
∂D

φn ds. (1.86)

6 Przykªad
Niech strumie« cieplny ma posta¢ pola wektorowego q = x

|x|3 przedstawionego
w Przykªadzie 4 wzorem (1.64). Wsz¦dzie ∇·q = 0 oprócz punktu x = 0, gdzie wy-
st¦puje osobliwo±¢ pola wektorowego q. Dla badania typu tej osobliwo±ci otoczmy
ten punkt sfer¡ S0 o promieniu r0 ze ±rodkiem w x = 0 i obliczmy caªkowity strumie«
cieplny przez sfer¦ S0 ∫

S0

q · n ds = q0

∫
S0

x · x
r40

ds = 4πq0, (1.87)

poniewa» x · x = r20 oraz pole sfery S0 jest równe
∫
S0
ds i wynosi 4πr20. Jak wida¢,

wynik (1.87) nie zale»y od promienia r0, który mo»e by¢ niesko«czenie maªy.
Je±li wzór Ostrogradskiego�Gaussa dla rozwa»anej wektor�funkcji q byªby sªusz-

ny, to mieliby±my ∫
D0

∇ · q dx = 4πq0 (1.88)

dla kuli D0 o ±rodku w zerze i o dowolnym promieniu r0. Podobny wynik mieli±my
dla δ�funkcji (patrz wzór Cz¦±¢ I)

4πq0

∫
D0

δ(x) dx = 4πq0. (1.89)

Wobec tego wynik obliczenia ∇ · q ulega poprawieniu:

∇ ·
(

x

|x|3

)
= 4πδ(x). (1.90)

Oprócz tego z drugiego wzoru (1.80) mamy

x

|x|3
= −∇ 1

|x|
. (1.91)
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Podstawiaj¡c (1.91) do (1.90) otrzymujemy wzór na operator Laplace'a dla funkcji
y = 1

|x| :

∇2 1

|x|
= −4πδ(x). (1.92)

St¡d funkcja y = 1
|x| speªnia równanie Laplace'a wsz¦dzie z wyj¡tkiem zera, gdzie

wyst¦puje niesko«czony skok, opisany przez δ�funkcj¦.
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Rozdziaª 2

Przewodno±¢ cieplna

2.1 Równanie przewodno±ci cieplnej

Dla modelowania przewodno±ci cieplnej potrzebne s¡ dwie podstawowe wielko±ci:
rozkªad temperatury jako funkcja skalarna u = u(x) oraz strumie« cieplny jako
wektor�funkcja q = q(x), okre±lone w pewnym obszarze D przestrzeni R3 z kawaª-
kami gªadk¡ powierzchni¡ brzegow¡ ∂D.

Przewodno±¢ cieplna w jednym kierunku, czyli jednowymiarowa byªa rozpatry-
wana w pierwszej cz¦±ci ksi¡»ki przy dodatkowym zaªo»eniu niezale»no±ci od czasu.
Teraz rozpatrzmy proces niestacjonarny. Niech materiaª b¦dzie izotropowy, tzn.
lokalnie materiaª w ka»dej ustalonej maªej obj¦to±ci przewodzi ciepªo jednakowo
w ka»dym kierunku. Rozkªad temperatury u = u(x, t) i pierwsza wspóªrz¦dna stru-
mienia cieplnego q(x) = (q1(x, t), q2(x, t), q3(x, t)) speªniaj¡ prawo Fouriera (patrz
Cz¦±¢ I) w kierunku osi x1

q1 = −λ ∂u
∂x1

, (2.1)

gdzie staªa λ nazywa si¦ wspóªczynnikiem przewodno±ci cieplnej i zale»y od mate-
riaªu. W jednostkach SI wymiar [λ] = W

mK
(wat na metr kelwin).

W dwóch innych kierunkach w materiaªach izotropowych równie» dziaªa prawo
Fouriera

q2 = −λ ∂u
∂x2

, q3 = −λ ∂u
∂x3

. (2.2)

Zapiszemy trzy skalarne równo±ci w postaci jednej wektorowej

q = −λ∇u. (2.3)

Jest to prawo Fouriera zapisane w przestrzeni trójwymiarowej. Czas nie odgrywa
tu roli.

Ciepªo wªa±ciwe c danego materiaªu jest okre±lone jako ilo±¢ ciepªa, które jest
potrzebne do nagrzania albo schªodzenia jednostkowej masy materiaªu o jeden sto-
pie«. W jednostkach SI ma wymiar [c] = J

kgK
(d»ul na kilogram kelwin). Wtedy

ilo±¢ ciepªa Q potrzebna do ogrzanie masy m o ∆u stopni wyra»a si¦ wzorem

Q = cm∆u = cρV∆u, (2.4)
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gdzie ρ oznacza g¦sto±¢ materiaªu, V - obj¦to±¢ rozpatrywanego wzorca.
Rozpatrzmy na poziomie dyskretnym bilans cieplny w kierunku x1 (proces jed-

nowymiarowy) w prostopadªo±cianie o kraw¦dzi dªugo±ci ∆x = b−a z tego kierunku
i polu S prostopadªym do osi x1 (patrz rys. 2.1). Niech w ci¡gu czasu ∆t przez
±cian¦ prostopadªo±cianu x1 = a wchodzi Q1 ciepªa, a przez ±cian¦ x1 = b wychodzi
Q2. Ilo±¢ ciepªa pochªoni¦tego przez ciaªo w kierunku x1 w czasie ∆t mo»na policzy¢
wg wzoru

Q1 −Q2 = −S∆t∆q, (2.5)

gdzie ∆q oznacza ró»nic¦ pierwszych wspóªrz¦dnych wektora strumienia cieplnego
w x1 = a i x1 = b. Znak minus w (2.5) uwzgl¦dnia kierunek strumienia cieplnego,
który jest ustalony na zewn¡trz od rozwa»anego ciaªa.

Rysunek 2.1: Jednowymiarowy przepªyw temperatury w kierunku x1

Z drugiej strony ta sama ilo±¢ ciepªa Q1 − Q2 zostaªa zu»yta na ogrzanie ciaªa
zgodnie z reguª¡ (2.4)

Q1 −Q2 = cρS∆x∆u, (2.6)

gdzie obj¦to±¢ prostopadªo±cianu wynosi V = S∆x. Z prawa zachowania energii
mamy

−∆t∆q = cρ∆x∆u, a wi¦c − ∆q

∆x
= cρ

∆u

∆t
. (2.7)

Stosuj¡c zasad¦ przej±cia ci¡gªe ↔ dyskretne z (2.7), gdy ∆x → 0 i ∆t → 0,
otrzymujemy

− ∂q

∂x1
= cρ

∂u

∂t
. (2.8)

Równanie (2.8) opisuje bilans ciepªa w kierunku x1, gdy q = (q1, q2, q3) z q1 = q,
q2 = q3 = 0, tzn. ciepªo wnika do ciaªa i uchodzi tylko przez dwie ±cianki prostopadªe
do osi x1.

Rozpatrzmy teraz ogólny przypadek przepªywu ciepªa. W wyniku uwzgl¦dnienia
przenoszenia ciepªa tak»e w kierunkach x2 i x3 równanie (2.8) przyjmuje posta¢

−
(
∂q1
∂x1

+
∂q2
∂x1

+
∂q3
∂x1

)
= cρ

∂u

∂t
, czyli −∇ · q = cρ

∂u

∂t
. (2.9)
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Podstawienie (2.3) do (2.9) prowadzi do równania przewodno±ci cieplnej

∂u

∂t
= a2∇2u, (2.10)

gdzie staªa a =
√

λ
cρ

nazywa si¦ wspóªczynnikiem temperaturowej przewodno±ci albo

wspóªczynnikiem termicznej dyfuzji.
Przyjmijmy, »e w ciele znajduj¡ si¦ ¹ródªa i upusty ciepªa. Wprowad¹my funkcj¦

w = w(x, t), która podaje ilo±¢ powstaªego lub znikaj¡cego ciepªa w jednostce czasu
w jednostkowej obj¦to±ci wokóª punktu x. Wtedy w bilansie ciepªa (2.7) trzeba
uwzgl¦dni¢ funkcj¦ w. W rezultacie otrzymujemy równanie przewodno±ci cieplnej

dla ciaªa ze ¹ródªami i upustami :

∂u

∂t
= a2∇2u+

w

cρ
. (2.11)

1 Uwaga
Równania przewodno±ci cieplnej (2.10) i (2.11) opisuj¡ zjawisko przenikania cie-
pªa z niesko«czon¡ pr¦dko±ci¡. Trzeba tu odró»ni¢ pr¦dko±¢ przenikania ciepªa od
pr¦dko±ci zmiany w czasie izotermicznej powierzchni u(x, t) = const. Sko«czona
pr¦dko±¢ przewodzenia ciepªa prowadzi do zjawiska relaksacji [18, 23].

Podajmy wªasno±ci cieplne niektórych materiaªów w jednostkach SI [7, str. 269]:

rodzaj materiaªu λ c temperatura (K)
tlen (O2) 0.01833 911 200

0.02657 920 300
woda (H2O) 0.6089 4.183 300
sód (Na) 86.2 13.8 366.2

72.8 13.0 644.2
glin (Al) 373.2 − 373.2

423 − 873.2
drewno (wzdªu» sªoi drewna) 0.126 − −
drewno (w poprzek sªoi drewna) 0.038 − −

2.2 Zagadnienia pocz¡tkowe i brzegowe

Równania przewodno±ci cieplnej (2.10) i (2.11) w pewnym obszarze D opisuj¡ mo»-
liwe rozkªady temperatury. Jednak ka»dy proces zale»y od pocz¡tkowych i brzego-
wych warunków. Ustalenie temperatury w czasie t = 0 b¦dziemy nazywa¢ warun-

kiem pocz¡tkowym:
u(x, 0) = f(x), x ∈ D ∪ ∂D, (2.12)

gdzie f = f(x) jest znan¡ funkcj¡ w domkni¦ciu D.
Warunek brzegowy Dirichleta polega na zadaniu rozkªadu temperatury na brzegu

u(x, t) = g(x, t), x ∈ ∂D, (2.13)
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gdzie g = g(x, t) jest znan¡ funkcj¡ na ∂D.
Drugie zagadnienie polega na zadaniu normalnego strumienia cieplnego na brze-

gu
q(x, t) · n(x) = h(x, t), x ∈ ∂D, (2.14)

gdzie h = h(x, t) jest znan¡ funkcj¡ na ∂D. Za pomoc¡ równo±ci (2.3) warunek
brzegowy (2.14) zapiszemy w postaci zagadnienia Neumanna

∇u(x, t) · n(x) = −h(x, t)
λ

, x ∈ ∂D. (2.15)

Posªuguj¡c si¦ wzorem (1.53) napiszemy (2.15) jako warunek brzegowy na pochodn¡
normaln¡ rozkªadu temperatury

∂u

∂n
(x, t) = −h(x, t)

λ
, x ∈ ∂D. (2.16)

Na przykªad warunek
∂u

∂n
(x, t) = 0, x ∈ ∂D (2.17)

oznacza izolacj¦ na brzegu ∂D.
Wymiana ciepªa na powierzchni mo»e by¢ bardziej skomplikowana. Zgodnie

z prawem Newtona wymiany ciepªa na powierzchni mamy

λ
∂u

∂n
(x, t) + α[u(x, t)− u0(x, t)] = 0, x ∈ ∂D, (2.18)

gdzie u0 = u0(x, t) jest zewn¦trznym rozkªadem temperatury na brzegu, wspóª-
czynnik α charakteryzuje wymian¦ ciepªa z otoczeniem. Je±li α

λ
= 0, to ciepªo nie

wychodzi na zewn¡trz (a tak»e nie wchodzi), wi¦c otrzymujemy warunek izolacji
(2.17). Natomiast dla α

λ
= ∞ uzyskujemy warunek Dirichleta u(x, t) = u0(x, t).

W materiaªach kompozytowych wa»ne jest postawienie warunków na powierzchni
kontaktu dwóch materiaªów o ró»nych �zycznych wªasno±ciach. Niech dwa materiaªy
o przewodno±ciach cieplnych λ1 i λ2 stykaj¡ si¦ wzdªu» gªadkiej powierzchni S. Je±li
kontakt pomi¦dzy materiaªami jest idealny, to na powierzchni S wyst¡pi równo±¢
temperatur i strumieni normalnych po obu stronach powierzchni. Prowadzi to do
warunków sprz¦»enia

u1 = u2, q(1) · n = q(2) · n, na ∂D, (2.19)

gdzie u1 i q(1) · n oznacza graniczne warto±ci temperatury i normalnego strumienia
na brzegu S ze strony pierwszego materiaªu. Pozostaªe oznaczenia w (2.19) maj¡
podobny sens. Drugi warunek (2.19) mo»na napisa¢ w postaci

λ1
∂u1
∂n

= λ2
∂u2
∂n

na ∂D. (2.20)

W przypadku nieidealnego kontaktu pomi¦dzy materiaªami mamy

λ1
∂u1
∂n

+ α[u1 − u2] = 0, λ1
∂u1
∂n

= λ2
∂u2
∂n

na ∂D, (2.21)

gdzie wspóªczynnik α charakteryzuje stopie« kontaktu podobnie jak w warunku
brzegowym (2.18).
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2.3 Funkcja Greena jednowymiarowego równania

Rozpatrzmy przypadek jednowymiarowego równania przewodno±ci cieplnej (2.10)

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, −∞ < x <∞, (2.22)

gdzie x = x1. Zauwa»my, »e je±li funkcj¦ u(x, t) zamieni¢ na u(kx, k2t) ze staª¡ k,
to równanie (2.22) nie zmieni si¦. Podstawiamy do u(kx, k2t) wielko±¢ k = 1

2a
√
t

(mo»na to wykona¢ w Mathematica jak ni»ej)
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= ∂tuAk x, k2 tE − a2 ∂x,xuAk x, k2 tE êê Simplify

Out[1]= k2 IuH0,1LAk x, k2 tE − a2 uH2,0LAk x, k2 tEM-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= uAk x, k2 tE ê. k → 1

2 a t

Out[2]= uB x

2 a t
,

1

4 a2
F

W rezultacie otrzymali±my u( x
2a

√
t
, 1
4a
), wydaje si¦ wi¦c uzasadnionym wprowa-

dzi¢ now¡ zmienn¡ z = x
2a

√
t
i now¡ funkcj¦ zale»n¡ od tej zmiennej

f(z) = u

(
x

2a
√
t
,
1

4a

)
. (2.23)

W wyniku podstawienia (2.23) do równania (2.22) uzyskujemy równanie ró»niczkowe
zwyczajne i rozpatrujemy jedno z jego rozwi¡za«

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= ∂tfB x

2 a t
F − a2 ∂x,xfB x

2 a t
F ê. x → z 2 a t êê Simplify

Out[3]= − 2 z f′@zD + f′′@zD
4 t

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= DSolve@2 z f′@zD + f′′@zD � 0, f@zD, zD
Out[4]= ::f@zD → C@2D + 1

2
π C@1D Erf@zD>>-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= SimplifyBErf@zD ê. z −> x

2 a t
, Assumptions → a > 0F

Out[5]= ErfB x

2 a t
F
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Funkcja

erf(z) :=
2

π

∫ z

0

e−ξ
2

dξ. (2.24)

nazywana jest caªk¡ bª¦dów. Caªki (2.24) nie mo»na wyrazi¢ poprzez funkcje ele-
mentarne, a byªaby bardzo przydatna. Zgodnie z zasad¡ Diraca��wanieckiego (patrz
Cz¦±¢ I) matematycy zaszyfrowali przez oznaczenie erf to, czego nie mo»na policzy¢
i bez oporów u»ywaj¡ erf tak jak na przykªad funkcji sin.

Nas interesuje pochodna funkcji erf po x

G(x, t) =
1

2

∂

∂x

[
erf

(
x

2
√
at

)]
=

1

2
√
at
e−

x2

4a2t , (2.25)

która te» speªnia równanie przewodno±ci cieplnej (2.10):-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= G@x_, t_, a_D = 1

2
∂xErfB x

2 a t
F

Out[6]=
�− x2

4 a2 t

2 a π t
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[7]:= ∂tG@x, t, aD == a2 ∂x,xG@x, t, aD êê Simplify

Out[7]= True-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[8]:= G@x, t, aD
Out[8]=

�− x2

4 a2 t

2 a π t

Rozwa»my funkcj¦ Φm(x) (patrz rozdziaª 6.5 Cz¦±¢ I)

Φm(x) =
m√
π
e−m

2x2 . (2.26)

Jak wida¢ dla
m =

1

2a
√
t

(2.27)

mamy
Φm(x) = G(x, t). (2.28)

Granica funkcji Φm, gdy m→ ∞, byªa traktowana jako funkcja Diraca δ. Ze wzoru
(2.27) wynika, »e m → ∞ ⇔ t → 0. Wobec tego funkcja G(x, t) d¡»y do δ(x),
gdy t→ 0. Funkcja δ(x) modeluje ¹ródªo cieplne w punkcie x = 0 w zagadnieniach
stacjonarnych (patrz Cz¦±¢ I). Zatem funkcja G(x, t) modeluje punktowe chwilowe
ogrzanie ciaªa dla czasu pocz¡tkowego t = 0 o jednostkowej wydajno±ci w punkcie
x = 0. Wraz ze wzrostem czasu �garb� rozkªadu temperatury G(x, t) rozpªywa si¦
do niesko«czono±ci, co mo»na zaobserwowa¢ na rysunku Out[9], a jeszcze lepiej za
pomoc¡ animacji (operator In[10]).
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[9]:= Plot@8G@x, 0.1, 1D, G@x, 0.3, 1D, G@x, 1, 1D<, 8x, −2, 2<,
PlotStyle → ThickD

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[9]= -2 -1 1 2

0.2

0.4

0.6

0.8

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[10]:= Animate@Plot@G@x, t, 1D, 8x, −1.5, 1.5<, PlotRange → 80, 5<D,8t, .01, 0.1<D
Funkcj¦ G(x, t) nazywamy funkcj¡ Greena równania przewodno±ci cieplnej na

prostej. Za jej pomoc¡ mo»na rozwi¡za¢ zagadnienie pocz¡tkowe u(x, 0) = f(x) dla
równania (2.22) na caªej prostej. Oczywi±cie, »e w tej sytuacji warunków brzego-
wych nie mamy, poniewa» �przesun¦ªy si¦ w niesko«czono±¢�, w której zakªadamy
ograniczono±¢ strumienia cieplnego. Stosuj¡c zasad¦ przej±cia ci¡gªe ↔ dyskretne,

rozpatrzmy rozkªad temperatury f(ξi)e
− (x−ξi)

2

4a2t , który powstaje dla ¹ródªa umiesz-
czonego w punkcie x = ξi dla czasu t = 0. Sumuj¡c po wszystkich ξi i przechodz¡c
do granicy, otrzymujemy szukany rozkªad temperatury w postaci caªki

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ. (2.29)

Mo»na pój±¢ za ciosem i poszuka¢ podobnego rozwi¡zania w przestrzeni trójwymia-
rowej.

2.4 Metoda rozdzielonych zmiennych

W niniejszym podr¦czniku nie rozpatrujemy pyta« istnienia i jednoznaczno±ci roz-
wi¡za« w oderwaniu od ich znaczenia. Przewa»nie in»ynier jest przekonany, »e
rozwa»ane zagadnienie ma jedyne rozwi¡zanie i jest zainteresowany w jego znale-
zieniu w postaci dokªadnej, numerycznej albo gra�cznej. Skupimy si¦ na pytaniu
zbudowania dokªadnych rozwi¡za«. Jedn¡ z najmocniejszych metod uzyskiwania
rozwi¡za« jest metoda rozdzielenia zmiennych oparta na szeregach Fouriera.
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2.4.1 Szeregi Fouriera

Szeregi Fouriera s¡ wykªadane w standardowym kursie analizy matematycznej. Wo-
bec tego krótko przedstawimy tylko wzory wykorzystywane w dalszej cz¦±ci pod-
r¦cznika.

Niech funkcja f jednej zmiennej x b¦dzie okresowa o okresie T . Zaªó»my, »e
funkcja ta ma co najwy»ej sko«czon¡ liczb¦ punktów nieci¡gªo±ci, oraz lewo- i pra-
wostronnie ci¡gªa. Oprócz tego zaªó»my, »e jest ró»niczkowalna poza punktami
nieci¡gªo±ci. Warunki na nakªadane na funkcj¦ f mo»na osªabi¢. Cz¦sto funkcje s¡
rozpatrywane w przestrzeni L2. Przy wy»ej opisanych zaªo»eniach

1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)] =

a0
2

+
∞∑
n=1

[
an cos

2πkx

T
+ bn sin

2πkx

T

]
. (2.30)

Trygonometryczny szereg wyst¦puj¡cy po prawej stronie (2.30) nazywa si¦ szeregiem
Fouriera. Oczywi±cie, je±li x jest punktem ci¡gªo±ci funkcji, to po lewej stronie (2.30)
wyst¦puje f(x).

Wspóªczynniki Fouriera ak i bk mo»na wyrazi¢ przez f(x) w nast¦puj¡cy sposób

an =
2

T

∫ T

0

f(x) cos
2πkx

T
dx, bn =

2

T

∫ T

0

f(x) sin
2πkx

T
dx. (2.31)

Niekiedy wygodniej stosowa¢ zespolon¡ posta¢ szeregów Fouriera

1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)] =

+∞∑
n=−∞

cn exp

[
2πkx

T

]
, (2.32)

gdzie

cn =
1

T

∫ T

0

f(x) exp

[
−2πkx

T

]
. (2.33)

Wspóªczynniki an, bn i cn s¡ zwi¡zane pomi¦dzy sob¡ wzorami

cn =
1

2
(an − ibn), c−n =

1

2
(an + ibn). (2.34)

Zatem zespolony szereg Fouriera (2.32) przedstawia funkcj¦ rzeczywist¡, je±li cn =
c−n.

Maj¡ miejsce tzw. równo±ci Parsevala:

1

2
a20 +

+∞∑
n=1

(|an|2 + |bn|2) =
+∞∑

n=−∞

|cn|2 =
1

T

∫ T

0

f2(x) dx. (2.35)

W przypadku T = 2π wzory teorii szeregów Fouriera uproszczaj¡ si¦

1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)] =

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos kx+ bn sin kx) , (2.36)
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an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx, bn =

1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx. (2.37)

Na mocy okresowo±ci caªkowanie w (2.37) mo»e przebiega¢ wzdªu» dowolnego od-
cinku o odlegªo±ci 2π.

Dla funkcji parzystych na odcinka (−π, π) mamy bk = 0, dla nieparzystych ak =
0.

Szereg Fourira (2.30) ( albo(2.36)) mo»na traktowa¢ jako rozkªad funkcji wedªug
bazy {1, cos kx, sin kx} (k = 1, 2, . . .). Niekiedy wygodniej bra¢ baz¦ {1, cos kx}
lub {sin kx}. Podstaw¡ takich uci¦tych szeregów jest rozpatrywanie funkcji na od-
cinku (0, π), co zawsze mo»na wykona¢ przez liniow¡ zmian¦ argumentu, z dalszym
sztucznym przedªu»eniem funkcji na (−π, 0) w sposób parzysty lub nieparzysty.

Bardzo du»o przykªadów rozwini¦¢ funkcji w szereg Fouriera mo»na otrzyma¢
bezpo±rednio przez podane w niniejszym rozdziale wzory lub korzystaj¡c z operato-
rów typu FourierSinCoefficient wbudowanych w Mathematica.

7 Przykªad
Przedstawmy funkcj¦ okresow¡ f dan¡ wzorem-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= f@x_D := ∂ −1 Sin@xD < 0

1 True

O x

y

-1

1 p
Rysunek 2.2: Wykres funkcji f

w postaci szeregu Fouriera sinusów. Jej wykres przedstawiony jest na rysunku 2.2.
Za pomoc¡ operatora FourierSinSeries wyznaczymy rozwini¦cie dwunastego stop-
nia. -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= FourierSinSeries@f@xD, x, 12D
Out[2]=

4 Sin@xDπ + 4 Sin@3 xD
3 π + 4 Sin@5 xD

5 π + 4 Sin@7 xD
7 π + 4 Sin@9 xD

9 π + 4 Sin@11 xD
11 π

Zde�niujmy funkcj¦, która b¦dzie rozwini¦ciem w szereg stopnia n.
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= f1@x_, n_D := FourierSinSeries@f@xD, x, nD
Na rysunku 2.3 znajduj¡ si¦ przykªady wykresów rozwini¦¢ funkcji f . Charaktery-
styczny sposób w jaki zachowuje si¦ aproksymacja funkcji nazywany jest efektem
Gibbsa. Im wi¦ksze przybli»enie, tym bardziej widoczna jest wyra¹na oscylacja
wykresu wokóª punktów nieci¡gªo±ci.

O x

y
n=5

O x

y
n=20

O x

y
n=50

O x

y
n=150

Rysunek 2.3: Wykresy funkcji y = f1(x, n) dla n = 5, 20, 50, 150

2.4.2 Pocz¡tkowe zagadnienie na odcinku

Rozpatrzmy zagadnienie przewodno±ci drutu o danej dªugo±ci przy utrzymanej staªej
temperaturze na jego ko«cach. Pocz¡tkowy rozkªad temperatury jest znany.

Na pocz¡tek odnotujmy kilka uwag o procesie modelowania opisanym w Cz¦±ci
I. Geometrycznie drut przedstawiamy jako dªugi walec, na przykªad o przekroju ko-
ªowym. Warto si¦ zastanowi¢, co to znaczy �dªugi�. W matematyce takiego poj¦cia
nie ma. Natomiast jeden odcinek mo»e by¢ dªu»szy od drugiego. W rozwa»anym
przypadku dªugo±¢ walca (ℓ) jest zacznie wi¦ksza od jego promienia (r). Fizycy
pisz¡ to tak ℓ >> r. Matematycznie jest to zwi¡zane z granic¡ limr→0

ℓ
r
= +∞, ale

dokªadny opis tej granicy wymaga sporo zachodu. Natomiast poj¦cie ℓ >> r jest
wystarczaj¡co przejrzyste i tak naprawd¦ matematycznie wprowadzona niesko«czo-
no±¢ dla �zyka mo»e wynosi¢ 10.

Wprowadzenie wspóªrz¦dnych nie sprawia kªopotu. Ko«ce drutu umieszczamy
w ko«cach przedziaªu (0, ℓ) osi x; czas pocz¡tkowy bierzemy jako zero. Niech u(x, t)
oznacza szukany rozkªad temperatury, okre±lony 0 ≤ x1 ≤ ℓ i t ≥ 0. Czy roz-
kªad temperatury nie zale»y od wspóªrz¦dnych x2 i x3? Je±li nie, to rozkªad tem-
peratury jest funkcj¡ tylko zmiennych x1 i t. Odpowied¹ na pytanie jest zwi¡zana
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z mo»liwo±ci¡ wymiany ciepªa przez boczn¡ powierzchni¦ drutu. Je»eli ten przepªyw
nie jest istotny, co mo»na oszacowa¢ przez energi¦, to mo»na przyj¡¢ zaªo»enie, »e
u = u(x1, t). Niech warunek ten b¦dzie speªniony. Wówczas najprostszy model
prowadzi do nast¦puj¡cego zagadnienia. Wyznaczy¢ funkcj¦ u = u(x, t) (zamiast
x1 piszemy x) speªniaj¡c¡ jednowymiarowe równanie przewodno±ci cieplnej (patrz
równanie (2.10))

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, 0 < x < ℓ, t > 0. (2.38)

Funkcja u speªnia warunki brzegowe

u(0, t) = u(ℓ, 0) = 0, t > 0 (2.39)

oraz warunek pocz¡tkowy

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x1 ≤ ℓ, (2.40)

gdzie φ = φ(x) jest znan¡ funkcj¡, na przykªad φ ∈ C1[0, ℓ].
Brzegowy warunek (2.39) zawiera zero zamiast innej staªej. Tu upro±cili±my

zagadnienie ze wzgl¦du na to, »e temperatura jest okre±lona z dokªadno±ci¡ do staªej
addytywnej, któr¡ mo»na b¦dzie doda¢ na ko«cu.

Fizycznie i matematycznie zagadnienie (2.38)�(2.40) jest poprawnie postawione.
Przechodzimy do jego rozwi¡zania metod¡ rozdzielonych zmiennych. Metoda polega
na znalezieniu specjalnych rozwi¡za« równania (2.38), w których szukana funkcja
ma posta¢ iloczynu

u(x, t) = X(x)T (t), (2.41)

gdzie X = X(x) jest funkcj¡ tylko zmiennej x, T = −T (t) tylko zmiennej t. Przy
czym funkcja u = u(x, t) speªnia warunki brzegowe (2.39), co po podstawieniu do
(2.41) daje

X(0) = X(ℓ) = 0. (2.42)

Podstawiamy (2.41) do (2.38)

T ′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x). (2.43)

Zapiszemy (2.43) w takiej postaci, »eby po lewej stronie wyst¦powaªa funkcja zale»na
tylko od t, a po prawej stronie tylko od x, tzn. rozdzielimy zmienne

1

a2
T ′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
. (2.44)

Ze staª¡ a2 mo»na post¦powa¢ w sposób jak sobie »yczymy. Sprowadzili±my tutaj a2

do zmiennej t. Po lewej stronie wyst¦puje funkcja zale»na tylko od t czyli niezale»na
od x. Po prawej stronie - funkcja zale»na tylko od x czyli niezale»na od t. Wobec
tego wyra»enie okre±lone wzorem (2.44) nie zale»y ani od x, ani od t czyli jest staª¡,
któr¡ oznaczamy przez −λ. Znak minus nie odgrywa roli, bo jak go tu nie b¦dzie, to
pojawi si¦ pó¹niej w innym miejscu. Otrzymujemy wi¦c dwa równania ró»niczkowe
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X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < ℓ, (2.45)

T ′(t) + λa2T (t) = 0, t > 0, (2.46)

przy czym równanie (2.45) speªnia warunki brzegowe (2.42). Zagadnienie (2.45),
(2.42) jest znane jako zagadnienie spektralne [25]. Rozwi¡zujemy go za pomoc¡
komputera. Wprowadzenie caªego zagadnienia wprost nie daje niezerowego rozwi¡-
zania -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= DSolve @8X'' @xD + λ X@xD � 0, X@0D � 0, X@l D � 0<, X@xD, xD
Out[1]= 88X@xD → 0<<

Zwi¡zane jest to z tym, »e Mathematica próbuje rozwi¡za¢ równanie z dowoln¡
staª¡ λ, lecz my potrzebujemy wyznaczy¢ tak»e λ, dla których zagadnienie ma nie-
zerowe rozwi¡zanie. Spróbujemy w inny sposób:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= DSolve @8X'' @xD + λ X@xD � 0, X@0D � 0<, X@xD, xD
Out[2]= 99X@xD → C@2D SinAx λ E==-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= DSolve @8X'' @xD + λ X@xD � 0, X@l D � 0<, X@xD, xD
Out[3]= 99X@xD → C@2D SinAx λ E − C@2D CosAx λ E TanAl λ E==-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= SimplifyBReduceBSinBl λ F � 0, λF, Assumptions → l > 0 && λ > 0F
Out[4]= C@1D ∈ Integers && C@1D2 � C@1D && l2 λ � 4 π2 C@1D2 »»H1 + 2 C@1DL2 � 1 + 2 C@1D && l2 λ � Hπ + 2 π C@1DL2

To ju» wygl¡da lepiej. Podstawienie x = 0 prowadzi do równania sin(
√
λℓ) = 0

o niewiadomej λ, którego rozwi¡zania maj¡ posta¢

λn =
(πn
ℓ

)2
, n = 1, 2, . . . . (2.47)

Wówczas
Xn(x) = sin

πn

ℓ
x. (2.48)

Z równania (2.46) otrzymujemy przez standardow¡ metod¦ rozdzielenia zmiennych
dla równa« ró»niczkowych zwyczajnych

Tn(t) = e−a
2λnt. (2.49)

Wynik ten mo»na tak»e otrzyma¢ przy pomocy komputera-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= DSolve A9T' @t D + a 2 λ T@t D � 0=, T@t D, t E
Out[5]= ::T@tD → �−a2 t λ C@1D>>
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Utwórzmy z rozwi¡za« Xn(x)Tn(t) szereg z nieokre±lonymi wspóªczynnikami αn

u(x, t) =
∞∑
n=1

αne
−a2λnt sin

πn

ℓ
x. (2.50)

Funkcja u = u(x, t) speªnia warunki brzegowe (2.42), poniewa» jest liniow¡ kom-
binacj¡ takich funkcji. Pozostaªo wyznaczy¢ αn w taki sposób, »eby speªniony byª
warunek pocz¡tkowy (2.40). St¡d mamy

u(x, 0) =
∞∑
n=1

αn sin
πn

ℓ
x. (2.51)

Funkcja φ = φ(x) przedstawiona w postaci szeregu Fouriera w przedziale (0, ℓ)
wedªug sinusów (patrz wyja±nienia pod koniec poprzedniego rozdziaªu)

φ(x) =
∞∑
n=1

φn sin
πn

ℓ
x, (2.52)

gdzie

φn =
2

ℓ

∫ ℓ

0

φ(ξ) sin
πn

ℓ
ξ dξ. (2.53)

Z jednoznaczno±ci przedstawienia funkcji w postaci szeregu Fouriera wynika, »e
αn = φn. Zatem (2.50) jest dokªadnym rozwi¡zaniem zagadnienia w postaci sze-
regu Fouriera. Mo»na udowodni¢ zbie»no±¢ szeregu (2.50) standardowymi metodami
analizy matematycznej.

8 Przykªad
Niech ϕ(x) = x oraz l = 2π. Korzystaj¡c z powy»szej metody wyznaczymy wspóª-
czynniki αn dla funkcji (2.50).-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= φ@x_D := x

In[2]:= FourierSinCoefficientBφ@xD, x, n, FourierParameters → :1, 1

2
>F

Out[2]= − 4 H−1Ln
n

Wynik In[2] mo»emy tak»e otrzyma¢ ze wzoru (2.53).-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= φn = SimplifyB 1π ‡
0

2 πφ @ξD SinBn
2
ξF �ξ, Assumptions → n ∈ IntegersF

Out[3]= − 4 H−1Ln
n
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Wówczas-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= u@x_, t_D = ‚
n=1∞ % �−a λn t SinBπ n

2 π xF
Out[4]= ‚

n=1∞ − 4 H−1Ln �−a t λn SinB n x

2
F

n

46



Rozdziaª 3

Równanie Laplace'a

3.1 Metoda potencjaªów zespolonych

3.1.1 Funkcje analityczne a równanie Laplace'a

Niech D b¦dzie obszarem na pªaszczy¹nie Ĉ = C ∪ {∞} zmiennej zespolonej z =
x+ iy, gdzie dla zmiennych przestrzennych przyj¦te s¡ oznaczenia x1 = x i x2 = y.
Zgodnie z de�nicj¡ funkcji analitycznej f(z) = u(z) + iv(z) w D cz¦±ci rzeczywista
u(z) i urojona v(z) speªniaj¡ w D warunki Cauchy�Riemanna

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (3.1)

Funkcja analityczna w D jest niesko«czenie wiele razy ró»niczkowalna w D i lokalnie
w dowolnym kole {z ∈ C : |z − z0| < r} ⊂ D przedstawiona w postaci bezwzgl¦dnie
i jednostajnie zbie»nego szeregu Taylora

f(z) =
∞∑
k=0

fk(z − z0)
k. (3.2)

Je±li z0 = ∞, to zamiast (3.2) trzeba rozpatrzy¢ szereg

f(z) =
∞∑
k=0

fk
zk
. (3.3)

Zwi¡zek pomi¦dzy funkcjami analitycznymi i harmonicznymi wynika z nast¦puj¡-
cej obserwacji. Ró»niczkujemy pierwsz¡ równo±¢ (3.1) wzgl¦dem x, drug¡ wzgl¦dem
y i dodajemy. W rezultacie otrzymujemy równanie Laplace'a

∂u2

∂x2
+
∂u2

∂y2
= 0, (3.4)

tzn. cz¦±¢ rzeczywista dowolnej funkcji analitycznej speªnia równanie La-
place'a. Podobny wniosek mo»na wyci¡gn¡¢ dla cz¦±ci urojonej v.
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3.1.2 Obszar jednospójny

3 Twierdzenie
Niech D b¦dzie obszarem jednospójnym. Dowolna funkcja harmoniczna u okre±lona
w D mo»e by¢ przedstawiona w postaci cz¦±ci rzeczywistej pewnej funkcji analitycz-
nej f okre±lonej w D

u(z) = Re f(z), z ∈ D. (3.5)

Funkcja f = f(z) jest okre±lona jednoznacznie przez funkcj¦ u = u(z) z dokªadno±ci¡
do czysto urojonej addytywnej staªej.

Dowód mo»na poda¢ w oparciu o teori¦ równa« ró»niczkowych. Niech b¦-
dzie dana funkcja u harmoniczna w obszarze D. Ze wzgl¦du na warunki Cauchy�
Riemanna dla okre±lenia funkcji v rozpatrzmy ukªad równa« ró»niczkowych

∂v

∂x
= P,

∂v

∂y
= Q, (3.6)

gdzie funkcje P = −∂u
∂y

i Q = ∂u
∂x

s¡ znane. Rozwa»any ukªad ma rozwi¡zanie,
poniewa» speªniony jest warunek

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
, (3.7)

który pokrywa si¦ z równaniem Laplace'a (3.4). Przypomnijmy schemat rozwi¡za-
nia ukªadu (3.6) z teorii równa« ró»niczkowych. Caªkuj¡c pierwsz¡ równo±¢ (3.6)
wzgl¦dem x otrzymujemy

v =

∫ x

x0

P (x, y)dx+ φ(y), (3.8)

gdzie funkcja φ = φ(y) zmiennej y jest rozwa»ana jako staªa caªkowania po x; x0
jest dowoln¡ staª¡. Podstawiamy (3.8) do drugiego równania (3.6). Otrzymujemy
równanie ró»niczkowe o niewiadomej φ(y)∫ x

x0

∂P

∂y
dx+ φ′(y) = Q. (3.9)

Na mocy (3.7)

φ′(y) = Q(x, y)−
∫ x

x0

∂Q

∂x
dx = Q(x, y)−Q(x, y) +Q(x0, y). (3.10)

St¡d

φ(y) =

∫ y

y0

Q(x0, y)dy, (3.11)

gdzie y0 jest dowoln¡ staªa. Podstawiamy (3.11) do (3.8)

v(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y)dx+

∫ y

y0

Q(x0, y)dy. (3.12)
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Zmiana staªych x0 i y0 odpowiada dodawaniu do (3.12) dowolnej staªej. Zatem
caªka (3.12) zawiera jedn¡ dowoln¡ staª¡ addytywn¡. Wzór (3.12) mo»na traktowa¢
jako caªk¦ krzywoliniow¡ wzdªu» krzywej skªadaj¡cej si¦ z dwóch odcinków (patrz
rysunek 3.1)

O xx0

y

y0

Rysunek 3.1: Droga caªkowania w (3.12)

Twierdzenie zostaªo udowodnione.

3.1.3 Obszar wielospójny

W przypadku obszaru wielospójnego twierdzenie 3 wymaga mody�kacji. Pomo»e
nam tu zespolony logarytm. W teorii funkcji zespolonych wprowadza si¦ dwa typy
funkcji logarytmicznej: wielowarto±ciow¡ Log i jednowarto±ciow¡ log. Funkcja log
jest zde�niowana jako pewna gaª¡¹ funkcji Log.

Logarytm jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji wykªadniczej. Najpierw opiszemy
funkcj¦ wykªadnicz¡. Dla zmiennej zespolonej w = ξ + iη funkcja wykªadnicza jest
okre±lona wzorem

eξ+iη := eξ(cos η + i sin η), (3.13)

opartym na wzorze Eulera
eiη = cos η + i sin η. (3.14)

Funkcja ew przeksztaªca pas P = {w ∈ C : −π < Im w < π} na pªaszczyzn¦
zespolon¡ zmiennej z = x+ iy z ci¦ciem wzdªu» ujemnej póªosi prostej rzeczywistej
γ := {z ∈ C : −∞ < x < 0, y = 0}. Za γ mo»na byªoby wzi¡¢ dowoln¡ krzyw¡,
ª¡cz¡c¡ punkty z = 0 i z = ∞. Ale po wyborze γ wybrano, ju» nie mo»emy zmienia¢
ci¦cia czyli gaª¦zi w trakcie oblicze«. Obrazami odcinków {c + iη ∈ C : −π < η <
π} ⊂ P przy ustalonym c s¡ okr¦gi o promieniu ec z usuni¦tym punktem (−ec, 0).
Obrazami prostych {ξ + ic ∈ C : −∞ < ξ < ∞} ⊂ P s¡ póªproste o pocz¡tku w
(0, 0) i nachylone do osi x pod k¡tem c.

49



c

p
-p

w

„c

z

Rysunek 3.2: Przeksztaªcenie konforemne z = ew pasa P na pªaszczyzn¦ zmiennej z
z ci¦ciem wzdªu» ujemnej póªosi prostej rzeczywistej

Z wªasno±ci funkcji wykªadniczej wynika, »e dla utworzenia funkcji odwrotnej do
z = ew, nale»y ustali¢ pas ze zbioru P + 2πk (k ∈ Z). Wówczas jednowarto±ciowa
funkcja odwrotna do z = ew b¦dzie poprawnie okre±lona.

Logarytm liczby zespolonej z jest de�niowany jako funkcja wielowarto±ciowa

Log z := log |z|+ iArg z, (3.15)

gdzie Arg z = arg z + 2πk (k ∈ Z) jest wielowarto±ciowym argumentem liczby z.
Funkcj¦ arg z okre±la si¦ wzorem arg z = θ (patrz rysunek poni»ej).

O

zqp-p Re z

Im z

Rysunek 3.3: Argument liczby z

Ka»dej liczbie zespolonej mo»na przypisa¢ argument z przedziaªu (−π, π] jak
pokazano na rysunku 3.3. Taki wybór argumentu odpowiada wbudowanej w Ma-
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thematica funkcji Arg (uwaga: Arg w Mathematica odpowiada arg w analizie ze-
spolonej).

Mo»na byªoby mówi¢ o funkcji Log z bez »adnych ci¦¢, ale wtedy na odpowied-
niej powierzchni Riemanna. Niech z = reiθ, gdzie −π < θ ≤ π. Zaªó»my, »e z
zmienia si¦ poprzez ruch wzdªu» okr¦gu |z| = r. Po zatoczeniu peªnego okr¦gu z
wróci do punktu wyj±cia, natomiast warto±¢ k¡ta θ zmniejszy si¦ o 2π, je»eli ruch
odbywaª si¦ w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara (w przypadku ruchu
przeciwnego θ zwi¦kszy si¦ o 2π). Wówczas, zgodnie z (3.15) warto±¢ Log z ule-
gnie zmianie. Je»eli powy»sz¡ operacj¦ powtórzymy m razy, gdzie m ∈ Z (m < 0
kojarzymy z obrotem zgodnie ze wskazówkami zegara, a m > 0 - przeciwnym), to
warto±¢ logarytmu wyniesie log r + i (arg z + 2mπ). Zatem Log z posiada niesko«-
czenie wiele gaª¦zi jednoznaczno±ci, co wi¦cej z dowolnej z nich mo»emy przej±¢ w
sposób ci¡gªy do innej. Ten fakt nasuwa ide¦ nast¦puj¡cej konstrukcji. Wykonajmy
ci¦cie pªaszczyzny zespolonej wzdªu» Re z < 0 tak, aby �górny� brzeg ci¦cia nale»aª
do pªaszczyzny, natomiast �dolny� nie. Ka»dej gaª¦zi funkcji Log z przypiszmy po-
wstaªy w ten sposób zbiór (ka»da gaª¡¹ jest na nim funkcj¡ jednoznaczn¡). Nast¦pnie
poª¡czymy górny brzeg ci¦cia pªaszczyzny m z dolnym brzegiem ci¦cia pªaszczyzny
m + 1. Przeprowadzaj¡c t¦ operacj¦ dla ka»dego m ∈ Z otrzymamy powierzchni¦,
któr¡ nazywamy powierzchni¡ Riemanna funkcji Log z. Na tej powierzchni funkcja
Log z jest jednowarto±ciowa (w punktach z = 0 oraz z = ∞ nie jest okre±lona).p-p-3p3p

Re z

Im z

Rysunek 3.4: Powierzchnia Riemanna funkcji Log

4 Twierdzenie
Niech obszar D b¦dzie obszarem wielospójnym (patrz rys. 3.5). Niech jego brzeg
∂D skªada si¦ z prostych zamkni¦tych krzywych ∂Dk (k = 1, 2, · · · , n) ogranicza-
j¡cych obszary jednospójne oraz zewn¦trznej krzywej ∂D0. Obszary D0, D i Dk

(k = 1, 2, · · · , n) wypeªniaj¡ caª¡ pªaszczyzn¦. Niech zk b¦dzie dowolnie wybranym
punktem wewn¡trz obszaru Dk. Wtedy dowolna funkcja harmoniczna u okre±lona
w D mo»e by¢ przedstawiona w postaci

u(z) = Re f(z) +
n∑
k

Ak log |z − zk|, z ∈ D, (3.16)

gdzie f - funkcja analityczna w D, Ak - pewne staªe rzeczywiste. Funkcja f jest
okre±lona jednoznacznie przez funkcj¦ u = u(z) z dokªadno±ci¡ do dowolnej czysto
urojonej staªej addytywnej.
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D1

D3

D2

D4

D5D
D0

Rysunek 3.5: Ilustracja obszaru wielospójnego dla n = 5

Logarytmiczne wyrazy w (3.16) powstaj¡ z powodu ewentualnej wielowarto±cio-
wo±ci cz¦±ci urojonej v(x, y) ze wzoru (3.12). Na pocz¡tek podobne ograniczenie jest
naªo»one na funkcj¦ u = u(x, y), poniewa» ta funkcja jest potencjaªem, maj¡cym
konkretny sens �zyczny. Na przykªad, temperatura jest jednoznacznie okre±lona
w dowolnym punkcie obszaru. Natomiast funkcja v = v(x, y) jest pomocnicza i nie
wymaga si¦ jej jednoznaczno±ci.

Niech przyrost funkcji v = v(x, y) wzdªu» zamkni¦tej krzywej Lk wynosi Ak

2π
.

W dowolnym obszarze jednospójnym nale»¡cym do D caªka (3.12) nie zale»y od
drogi caªkowania i mo»e by¢ przeksztaªcona do caªki wzdªu» krzywej, ª¡cz¡cej punkty
z0 = x0 + iy0 i z = x+ iy, homotopijnej z krzyw¡ Lk w D.

z

l3
l2

l1
z0

l4

l5

Rysunek 3.6: Dwie krzywe nazywamy homotopijnymi w obszarze D, je»eli istnieje mo»-

liwo±¢ ci¡gªej deformacji wewn¡trz D jednej w drug¡. Na rysunku parami homotopijnych

krzywych s¡: l2 i l3 oraz l4 i l5. Natomiast relacja homotopijno±ci nie zachodzi np. mi¦dzy

krzywymi l1 i l2

Cz¦±¢ urojona funkcji log(z − zk) posiada skok 2π przy obrocie wzdªu» krzywej
Lk. Wobec tego poprawiona funkcja v(x, y) − AkIm log(z − zk) ma skok zerowy
wzdªu» Lk. Te poprawki akurat wyst¦puj¡ we wzorze (3.16).
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3.1.4 Potencjaªy zespolone

Istniej¡ dwie podstawowe mo»liwo±ci wprowadzenia potencjaªów zespolonych dla
opisu zjawisk zwi¡zanych z równaniem Laplace'a.

Potencjaªy zespolone przewodno±ci cieplnej

Stacjonarny przepªyw ciepªa w obszarze jednospójnymD jest opisany przez strumie«
cieplny q = (q1, q2) i rozkªad temperatury u zwi¡zanych równaniami (patrz rozdziaª
2.1)

q = −λ∇u, ∇ · q = 0. (3.17)

Rozkªad temperatury speªnia równanie Laplace'a (3.4). Na mocy twierdzenia 3
rozkªad temperatury ma przedstawienie

u = Re f(z) (3.18)

gdzie funkcja f analityczna w D. Zapiszemy wyst¦puj¡ce wektory w postaci wiel-
ko±ci zespolonych

q = (q1, q2) ∼= q1 + iq2. (3.19)

Z pierwszego wzoru (3.17) mamy

q1 + iq2 = −λ
(
∂u

∂x
+ i

∂u

∂y

)
. (3.20)

Z analizy zespolonej wiadomo, »e pochodna analitycznej funkcji f mo»e by¢ przed-
stawiona w postaci

f ′(z) =
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
. (3.21)

Wobec tego otrzymujemy zespolone przedstawienie strumienia cieplnego

q1 + iq2 = −λf ′(z), (3.22)

gdzie kreska oznacza zespolone sprz¦»enie. Zatem dowolna funkcja analityczna
f(z) = u + iv opisuje przepªyw ciepªa za pomoc¡ wzorów (3.18), (3.22). W przy-
padku obszaru wielospójnego nale»y uwzgl¦dni¢ logarytmiczne poprawki z twierdze-
nia 4.

9 Przykªad
Rozpatrzmy stacjonarny jednokierunkowy przepªyw ciepªa na pªaszczy¹nie, mode-
lowany przez potencjaª zespolony f(z) = z. Ze wzorów (3.18), (3.22) wynika, »e
rozkªad temperatury ma posta¢ u(x, y) = Re z = x, strumie« cieplny q = −λ(1, 0).
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O x

y

Rysunek 3.7: Przepªyw ciepªa na pªaszczy¹nie, modelowany przez potencjaª zespolony

f(z) = z. Wektor q = (−λ, 0) okre±la strumie« ciepªa w ka»dym punkcie pªaszczyzny.

10 Przykªad
Rozpatrzmy zagadnienie przepªywu ciepªa w rurze, które ma sieczn¡ pier±cienia
r0 < |z| < 1 i ma na obwodzie zewn¦trznym temperatur¦ T2, na wewn¦trznym
temperatur¦ T1 (Rys. 3.8).

O r0

T2

T1

1 Re z

Im z

Rysunek 3.8: Sieczna rury

B¦dziemy szuka¢ rozkªadu temperatury w postaci

T (z) = A log |z|+B. (3.23)

Z warunków brzegowych T (r0) = T1 i T (1) = T2 wynika, »e

T (z) =
T1 − T2
log r0

log |z|+ T2. (3.24)
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Rozkªad temperatury w rurze jest pokazany na wykresie z rysunku 3.9.

O »z»
TH»z»L

r0

T1

T2

1

Rysunek 3.9: Wykresy rozkªadu temperatury w rurze

Linie v(x, y) = cczyliIm f(z) = c, gdzie c jest staª¡, tworz¡ rodzin¦ linii. Pole
wektorowe ∇v jest prostopadªe do odpowiednich wektorów pola ∇u, poniewa» z wa-
runków Cauchy�Riemanna (3.1) wynika, »e

∇u · ∇v = 0. (3.25)

To znaczy, »e rodzina linii v(x, y) = c jest prostopadªa do rodziny poziomic u(x, y) =
c i te linie s¡ liniami pola wektorowego ∇u. St¡d wida¢, »e przepªyw ciepªa zachodzi
wzdªu» linii v(x, y) = c, które nazywane s¡ liniami pr¡du.

Wzory (3.18), (3.22) s¡ sªuszne te» przy opisie innych zjawisk (dyfuzja, o±rodki
porowate) zwi¡zanych z równaniem Laplace'a.

Potencjaªy zespolone w przepªywie potencjalnym cieczy idealnej

Pªaski stacjonarny potencjalny przepªyw cieczy idealnej w obszarze jednospójnym
D ma miejsce, gdy ciecz w tym obszarze nie ma ¹ródeª i upustów i przepªyw jest
bezwirowy. Te dwa warunki mog¡ by¢ opisane za pomoc¡ równa«

∇ · u = 0, ∇× u = 0, (3.26)

gdzie u = (u1, u2) jest pr¦dko±ci¡ cieczy. Zapiszmy warunki (3.26) nast¦puj¡co:

∂u1
∂x

+
∂u2
∂y

= 0,
∂u2
∂x

− ∂u1
∂y

= 0. (3.27)

Wprowadzamy funkcj¦ zespolon¡ φ(z) = u1(x, y)− iu2(x, y), gdzie z = x + iy. Jak
wida¢, równo±ci (3.27) mo»na traktowa¢ jako warunki Cauchy�Riemanna (3.1) dla
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funkcji φ = φ(z), jest wi¦c ona analityczna w D. Wobec tego wektor pr¦dko±ci u
mo»na przedstawi¢ jako

u ∼= u1 + iu2 = φ(z). (3.28)

Funkcja φ = φ(z) mo»e by¢ przedstawiona jako pochodna pewnej innej funkcji
analitycznej φ(z) = f ′(z); wówczas f(z) = p(z)+ iq(z). Wyra»enie f ′(z) nazywa si¦
zespolon¡ pr¦dko±ci¡, p(z) - potencjaªem, poniewa»

f ′(z) =
∂p

∂x
+ i

∂p

∂y
= u1 + iu2. (3.29)

Podobny opis ma miejsce w elektrostatyce, gdy pr¡d elektryczny j i nat¦»enie
pola elektrycznego e speªniaj¡ równania

∇ · j = 0, ∇× e = 0, j = σe, (3.30)

gdzie staªa σ oznacza wspóªczynnik elektrycznej przewodno±ci rozwa»anego mate-
riaªu. Podstawienie trzeciego równania (3.30) do drugiego daje równania (3.26)
wzgl¦dem j.

2 Uwaga
W standardowym kursie analizy matematycznej udowadnia si¦, »e w obszarze jed-
nospójnym bezwirowe pole jest gradientem pewnego skalara, tzn. je±li ∇×e = 0, to
istnieje potencjaª φ, taki »e e = ∇φ. St¡d dwa sposoby wprowadzenia potencjaªów
zespolonych s¡ równowa»ne. Trzeba uwa»a¢ na znaki we wzorach (3.17) i (3.30):
minus przy λ i plus przy σ. Oprócz tego trzeba bra¢ pod uwag¦, »e na przykªad
funkcja log z jest wielowarto±ciowa w pier±cieniu o ±rodku w zerze, natomiast jej
pochodna 1

z
jest jednowarto±ciow¡ analityczn¡ funkcj¡.

3.2 Rozwi¡zanie zagadnie« brzegowych dla obsza-

rów kanonicznych

Nie ma ogólnych wzorów na rozwi¡zanie zagadnie« Dirichleta (2.13) i Neumanna
(2.16) dla ogólnych równa« ró»niczkowych o pochodnych cz¡stkowych. Natomiast
s¡ znane i wystarczaj¡co dobrze opracowane metody numerycznego rozwi¡zywania
takich równa«. Jednak istnieje kilka przypadków obszarów, gdy rozwi¡zanie zagad-
nie« mo»na poda¢ dokªadnym wzorem. Te obszary s¡ koªem, póªpªaszczyzn¡, elips¡
itp. na pªaszczy¹nie i kul¡, póªprzestrzeni¡, warstw¡ itp. Obszary te zwykle nazy-
wane s¡ kanonicznymi. Dla równania Laplace'a na pªaszczy¹nie sytuacja jest jeszcze
bardziej dogodna, bo mo»na stosowa¢ funkcje analityczne.

W niniejszym rozdziale opiszemy rozwi¡zanie zagadnienia Dirichleta dla koªa
o promieniu r i ±rodku w zerze. Wyznaczy¢ funkcj¦ u = u(x, y) harmoniczn¡ w
kole i ci¡gª¡ w domkni¦ciu koªa, je±li znane s¡ warto±ci brzegowe tej funkcji. Niech
z = x+iy b¦dzie zmienn¡ zespolon¡. Wówczas zagadnienie Dirichleta mo»na zapisa¢
w postaci

u(z) = f(z), |z| = r, (3.31)
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gdzie f(z) = f(reiθ) jest znan¡ ci¡gª¡ funkcj¡ zmiennej zespolonej z na okr¦gu
|z| = r lub zmiennej rzeczywistej θ ∈ (−π, π], co wychodzi na to samo. Rozwi¡zanie
zagadnienia Dirichleta (3.31) ma posta¢

u(z) =
1

2π

∫ π

−π
f(reiθ)

r2 − |z|2

|reiθ − z|2
dθ, |z| < r. (3.32)

Wzór (3.32) nazywa si¦ wzorem Poissona. W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu b¦dzie
podane uzasadnienie tego wzoru oraz wypisane inne wzory bez uzasadnienia.

Dowód opiera si¦ na przedstawieniu harmonicznej funkcji u = u(z) jako cz¦±ci
rzeczywistej pewnej funkcji analitycznej

u(z) = Re φ(z), |z| ≤ r. (3.33)

Dla jednoznaczno±ci wybrania funkcji φ = φ(z) mo»na przyj¡¢, »e u(0) = φ(0), tzn.
Im φ(0) = 0. Funkcja φ jest analityczna w kole |z| < r ci¡gªa w jego domkni¦ciu
|z| ≤ r. Mo»na j¡ przedstawi¢ w postaci szeregu Taylora

φ(z) =
∞∑
n=0

cnz
n, |z| < r. (3.34)

St¡d na mocy wzorów (3.31), (3.33) na okr¦gu z = reiθ otrzymujemy

f(z) =
1

2
[φ(z) + φ(z)] = c0 +

1

2

∞∑
n=1

rn(cne
inθ + cne

−inθ). (3.35)

Wzór (3.35) mo»na traktowa¢ jako zespolony szereg Fouriera (2.32). Wobec wzorów
(2.33) mamy

c0 =
1

2π

∫ π

−π
f(reiθ) dθ,

rn

2
cn =

1

2π

∫ π

−π
f(reiθ)e−inθ dθ, n = 1, 2, . . . (3.36)

Podstawiamy (3.36) do (3.34)

φ(z) =
1

2π

∫ π

−π
f(reiθ)

[
1 + 2

∞∑
n=1

( z

reiθ

)n]
dθ, |z| < r. (3.37)

Sumuj¡c wyra»enie w nawiasach kwadratowych jako szereg geometryczny otrzymu-
jemy

φ(z) =
1

2π

∫ π

−π
f(reiθ)

reiθ + z

reiθ − z
dθ, |z| < r. (3.38)

Dla wyznaczenia u(z) ze wzoru (3.33) obliczmy

Re
reiθ + z

reiθ − z
= Re

(reiθ + z)(re−iθ − z)

|reiθ − z|2
=

r2 − |z|2

|reiθ − z|2

i wynik podstawimy do (3.38). W rezultacie otrzymujemy wzór Poissona (3.32).
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Przy okazji otrzymali±my wzór Schwarza (3.38), który oprócz cz¦±ci rzeczywistej
u(z) = Reφ(z) okre±la caª¡ funkcj¦ φ = φ(z).

Podstawiaj¡c z = ρeiψ do(3.32) wzór Poissona mo»na tak»e napisa¢ w postaci

u(ρeiψ) =
1

2π

∫ π

−π
f(reiθ)

r2 − ρ2

r2 − 2ρr cos(θ − ψ) + ρ2
dθ, ρ < r, −π < ψ < π.

(3.39)
W podobny sposób mo»na napisa¢ wzór Poissona dla górnej póªpªaszczyzny

u(x, y) =
1

π

∫ ∞

−∞

y

(x− t)2 + y2
f(t) dt, y > 0. (3.40)

Funkcja (3.40) rozwi¡zuje zagadnienie Dirichleta

u(x, 0) = f(x), −∞ < x < +∞, (3.41)

gdzie funkcja u = u(x, y) jest harmoniczna póªpªaszczy¹nie y > 0. Trzeba uwa»a¢
na kªopoty ze zbie»no±ci¡, które mog¡ powsta¢ przy obliczeniu niewªa±ciwej caªki
(3.40). Nie wolno tak»e z tego samego powodu wprost do (3.40) podstawia¢ y = 0.

Istniej¡ uogólnienia wzoru Poissona na wielospójne obszary koªowe [19] na pªasz-
czy¹nie, a tak»e na zagadnienia trójwymiarowe.

11 Przykªad
Niech pªyta w postaci koªa jednostkowego na brzegu ma rozkªad temperatury f = −1
na dolnym póªokr¦gu i f = +1 - na górnym. Wyznaczy¢ rozkªad temperatury
wewn¡trz okr¦gu jednostkowego.

W celu rozwi¡zania tego zagadnienia mo»na skorzysta¢ ze wzoru (3.39), w którym
r = 1, f(eiθ) = −1 dla −π < θ < 0 i f(eiθ) = 1 dla 0 < θ < π. Ze wzoru (3.39)
uzyskujemy szukany rozkªad temperatury

u(ρeiψ) = − 1

2π

∫ 0

−π

1− ρ2

1− 2ρ cos(θ − ψ) + ρ2
dθ

+
1

2π

∫ π

0

1− ρ2

1− 2ρ cos(θ − ψ) + ρ2
dθ.

(3.42)

Komputerowa realizacja tego wzoru jest podana ni»ej.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= u@ρ_, ψ_D :=
1

2 π NIntegrateB− 1 − ρ2
1 − 2 ρ Cos@θ + ψD + ρ2 + 1 − ρ2

1 − 2 ρ Cos@θ − ψD + ρ2 ,8θ, 0, π<F
In[2]:= u@0.5, π ê2D

Out[2]= 0.590334
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= v@ρ_, ψ_D := If@ρ ≤ 1, u@ρ, ψD, NullD
In[4]:= f@x_, y_D = IfBx > 0, vB x2 + y2 , ArcTan@yêxDF,

vB x2 + y2 , ArcTan@yêxD + πFF
Out[4]= IfBx > 0, vB x2 + y2 , ArcTanBy

x
FF, vB x2 + y2 , ArcTanBy

x
F + πFF

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= ContourPlot@f@x, yD, 8x, −1, 1<, 8y, −1, 1<, Contours → 20,

AspectRatio → Automatic, ContourLabels → AutomaticD
Out[5]=

3.3 Metoda odwzorowa« konforemnych

Przeksztaªcenie f : D → D′ nazywa si¦ konforemnym, je±li analityczna w D funkcja
f przeksztaªca D w D′ wzajemnie jednoznacznie i f ′(z) ̸= 0 w D. Zªo»enie funkcji
analitycznych jest funkcj¡ analityczn¡. Zatem je±li jest znany potencjaª zespolony
φ(w) dla obszaru D′, to φ

(
f(z)

)
jest odpowiednim potencjaªem zespolonym dla

obszaru D. Na tym polega metoda odwzorowa« konforemnych rozwi¡zywania za-
gadnie« brzegowych. Trzeba tylko wyznaczy¢ na przykªad f : D → U, gdzie U jest
koªem jednostkowym. Dalej dla zagadnienia Dirichleta mo»na korzysta¢ ze wzorów
Poissona, przedstawionych w poprzednim rozdziale.
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3.4 Metoda perturbacji dla kanaªu krzywoliniowego

Niniejszy rozdziaª zostaª napisany w oparci o [10].
Wyznaczenie efektywnej przewodno±ci λ w krzywoliniowych kanaªach, z punktu

widzenia zastosowa«, jest problemem niezwykle ciekawym. Z jednej strony, pro-
blem ten mo»e by¢ rozwi¡zany z wykorzystaniem metod numerycznych, z drugiej
strony w celu wyznaczenia jasnej zale»no±ci od geometrycznych parametrów byªoby
interesuj¡ce otrzymanie analitycznej formuªy na efektywn¡ przewodno±¢. Rozpatru-
jemy tutaj dwuwymiarowy kanaª z krzywoliniowymi ±cianami, których amplitudy s¡
proporcjonalne do ±redniego prze±witu kanaªu pomno»onego przez bezwymiarowy i
maªy parametr ε. Stosuj¡c metody opisane w [20], [21] otrzymamy w jawnej postaci
wzór na λ z dokªadno±ci¡ O(ε3).

b

b x

y

p p
S+
S-

Rysunek 3.10: Periodyczny kanaª ograniczony obszarem D

Rozwa»my periodyczny kanaª w obszarze D ograniczony z góry i z doªu odpowiednio
±cianami

S+(x) ≡ b(1 + εT (x)), S−(x) ≡ b(−1 + εB(x)), (3.43)

(rys. 3.10) gdzie b > 0 oraz ε - maªy, nieujemny i bezwymiarowy parametr. Za-
kªadamy, »e T i B s¡ funkcjami klasy C1 okresowymi w [−π, π]. Szukamy funkcji
(potencjaªu) u speªniaj¡cej nast¦puj¡ce zagadnienie

∇2u(x, y) = 0, (x, y) ∈ D,
u(π, y)− u(−π, y) = 2π,
∂u
∂n
(x, S±(x)) = 0.

(3.44)

W powy»szym zagadnieniu drugie z równa« oznacza, »e potencjaª ma staªy skok
wzgl¦dem zmiennej x. Trzecie równanie mówi, »e przepªyw w kierunku wektora
normalnego jest zerowy (tzn. na brzegu mamy izolacj¦). Rozwi¡zanie zagadnienia
(3.44) b¦dziemy poszukiwa¢ w nast¦puj¡cej postaci (patrz [21])

u(x, y) = u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y) + ε3u3(x, y) + . . . (3.45)
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W prostym przypadku tj. prostego kanaªu (ε = 0), potencjaª b¦dzie miaª posta¢
u0(x, y) = x. Wszystkie obliczenia b¦d¡ wykonywane z dokªadno±ci¡ O(ε2) co b¦-
dziemy zapisywa¢ symbolem (asymptotycznej równo±ci) ◦

=, w szczególno±ci

u(x, y)
◦
= x+ εu1(x, y) + ε2u2(x, y). (3.46)

Posta¢ wektorów normalnych do powierzchni (3.43) jest nast¦puj¡ca

n+ = (−εbT ′, 1), n− = (εbB′,−1), (3.47)

gdzie apostrofem oznaczamy pochodn¡. Zatem pochodna normalna potencjaªu u z
zadan¡ dokªadno±ci¡ przedstawia si¦ nast¦puj¡co

∂u

∂n+

◦
= ε

(
− bT ′ +

∂u1
∂y

)
+ ε2

(
− bT ′∂u1

∂x
+
∂u2
∂y

)
= 0, (3.48)

∂u

∂n−
◦
= ε

(
bB′ − ∂u1

∂y

)
+ ε2

(
bB′∂u1

∂x
− ∂u2

∂y

)
= 0. (3.49)

Powy»sze równania przyrównujemy do zera, gdy» ma by¢ speªniony warunek brze-
gowy z (3.44). Porównuj¡c wspóªczynniki przy tej samej pot¦dze ε w (3.48) i (3.49)
mamy {

−bT ′ + ∂u1
∂y

= 0,

−bT ′ ∂u1
∂x

+ ∂u2
∂y

= 0,
(3.50){

bB′ − ∂u1
∂y

= 0,

bB′ ∂u1
∂x

− ∂u2
∂y

= 0.
(3.51)

Rozwa»aj¡c teraz problem (3.44) w pierwszym rz¦dzie aproksymacji mamy
∇2u1(x, y) = 0, (x, y) ∈ D0,
u1(π, y)− u1(−π, y) = 0,
∂u1
∂y

(x, b) = bT ′(x),
∂u1
∂y

(x,−b) = bB′(x).

(3.52)

gdzie D0 = {(x, y) ∈ R2 : −b < y < b}. Funkcje u1, T i B mo»emy przedstawi¢
w postaci zespolonych szeregów Fouriera

T (x) =
+∞∑

ν=−∞

Tνe
iνx, B(x) =

+∞∑
ν=−∞

Bνe
iνx, (3.53)

u1(x, y) =
+∞∑

ν=−∞

cν(y)e
iνx. (3.54)

Wtedy warunki (3.52) mog¡ by¢ zapisane nast¦puj¡co

∇2u1(x, y) =
+∞∑

ν=−∞

(c′′ν(y)− ν2cν(y))e
iνx = 0, (3.55)
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+∞∑
ν=−∞

c′ν(b)e
iνx = b

+∞∑
ν=−∞

iνTνe
iνx,

+∞∑
ν=−∞

c′ν(−b)eiνx = b
+∞∑

ν=−∞

iνBνe
iνx (3.56)

Korzystaj¡c z jednoznacznego przedstawienia funkcji w postaci szeregu Fouriera
otrzymujemy ukªad równa« zwyczajnych ze wzgl¦du na cν .

c′′ν(y)− ν2cν(y) = 0,
c′ν(b) = ibνTν ,
c′ν(−b) = ibνBν .

(3.57)

Rozwi¡zanie zagadnienia (3.57) jest nast¦puj¡ce

cν(y) =
ib

sinh(2νb)

(
Tν cosh

(
ν(b+ y)

)
−Bν cosh

(
ν(b− y)

))
. (3.58)

Efektywn¡ przewodno±¢ w kanale de�niujemy przy pomocy caªki podwójnej

λx =
1

|D|

∫∫
D

|∇u|2 dxdy (3.59)

Mo»emy to zapisa¢ w rozszerzonej postaci w sposób nast¦puj¡cy

1

4πb

∫ π

−π
dx

∫ S+

S−

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

dy. (3.60)

�atwo pokaza¢, »e (
∂u

∂x

)2
◦
= 1 + 2ε

∂u1
∂x

+ ε2
(
∂u1
∂x

)2

+ 2ε2
∂u2
∂x

(3.61)

oraz (
∂u

∂y

)2
◦
= ε2

(
∂u1
∂y

)2

. (3.62)

Podstawiaj¡c (3.61) i (3.62) do (3.60) uzyskujemy

λx
◦
=

1

4πb

∫ π

−π
dx

∫ S+

S−

(
1 + 2ε

∂u1
∂x

+ 2ε2
∂u2
∂x

+ ε2 |∇u1|2
)
dy. (3.63)

Po przeksztaªceniu jednej z caªek we wzorze (3.63) (z dokªadno±ci¡ O(ε2)) mamy

1 +
ε2

4πb

(∫∫
D0

|∇u1|2 dxdy + 2b

∫ π

−π

(
T
∂u1
∂x

(x, b)−B
∂u1
∂x

(x,−b)
)
dx

)
, (3.64)

poniewa» funkcje u1 i u2 s¡ okresowe wzgl¦dem x. Stosujemy tutaj nast¦puj¡cy wzór
wynikaj¡cy z twierdzenia Taylora

∫ S+

S−
f(y)dy

◦
=

∫ b

−b

f(y)dy + bε [Tf(b)−Bf(−b)] +
b2ε

2

2 [
T 2f ′(b)−B2f ′(−b)

]
62



Stosuj¡c twierdzenie Greena do caªki podwójnej we wzorze (3.64) i korzystaj¡c
z tego, »e ∇2u1 = 0 mamy∫∫

D0

|∇u1|2 dxdy =

∫
∂D0

u1
∂u1
∂n

ds. (3.65)

Przeksztaªcamy (3.65) korzystaj¡c z warunku brzegowego i okresowo±ci na ∂D0:∫∫
D0

|∇u1|2 dxdy = b

∫ π

−π
(T ′(x)u1(x, b)−B′(x)u1(x,−b))dx. (3.66)

Caªki po lewej stronie obliczamy stosuj¡c metod¦ caªkowania przez cz¦±ci, wykorzy-
stuj¡c fakt okresowo±ci funkcji u1, T oraz B:∫ π

−π
T ′(x)u1(x, b)dx = −

∫ π

−π

(
T (x)

∂u1
∂x

(x, b)

)
dx, (3.67)∫ π

−π
B′(x)u1(x,−b)dx = −

∫ π

−π
B(x)

∂u1
∂x

(x,−b)dx. (3.68)

St¡d

λx = 1 +
ε2

4π

∫ π

−π
T (x)

∂u1
∂x

(x, b)−B(x)
∂u1
∂x

(x,−b)dx (3.69)

Caªk¦ we wzorze (3.69) mo»emy rozpatrywa¢ jako zerowy wspóªczynnik F0 szeregu
Fouriera z funkcji podcaªkowej, pomno»onego przez 2π

2πF0 =

∫ π

−π

[
T (x)

∂u1
∂x

(x, b)−B(x)
∂u1
∂x

(x,−b)
]
dx (3.70)

Zerowy wspóªczynnik iloczynu T (x) i ∂u1
∂x

(x, b) mo»emy napisa¢ w postaci{
T (x)

∂u1
∂x

(x, b)

}
0

=
+∞∑

ν=−∞

T−νiνcν(b) =
+∞∑

ν=−∞

−νbTν
Tν cosh(2νb)−Bν

sinh 2νb
, (3.71)

gdzie kreska oznacza sprz¦»enie zespolone. Analogicznie{
B(x)

∂u1
∂x

(x,−b)
}

0

=
+∞∑

ν=−∞

−νbBν
Tν −Bν cosh(2νb)

sinh 2νb
(3.72)

Zatem

F0 =
+∞∑

ν=−∞

−νb
sinh (2νb)

(
TνTν cosh(2νb)− TνBν −BνTν +BνBν cosh(2νb)

)
= −b

+∞∑
ν=−∞

ν

sinh (2νb)

(
cosh(2νb)(|Tν |2 + |Bν |2)− 2Re(TνBν)

)
,

(3.73)

gdzie Re oznacza cz¦±¢ rzeczywist¡. Ostatecznie uzyskujemy wzór na efektywn¡
przewodno±¢:

λx = 1− ε2b

2

+∞∑
ν=−∞

ν

sinh (2νb)

(
cosh(2νb)(|Tν |2 + |Bν |2)− 2Re(TνBν)

)
. (3.74)
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Wyniki dla kilku ograniczonych kanaªów prezentujemy na rysunkach 3.11 i 3.12.
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Rysunek 3.11: Efektywna przewodno±¢ obliczona ze wzoru (3.74) dla T (x) = − cos(x),
B(x) = sin(5x) oraz b od 1.5 do 9. Na wykresie - linia ci¡gªa: b = 1.5, pogrubiona linia

kreskowa: b = 3; linia punktowa: b = 4.5; linia punktowo kreskowa: b = 6; kreskowa:
b = 7.5; pogrubiona linia ci¡gªa: b = 9.
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0.4

0.6

0.8

1.0

1.2
l

Rysunek 3.12: Efektywna przewodno±¢ obliczona przy pomocy (3.74) dla T (x) = 0,
B(x) = sin(x) + 1

3 cos(2x) −
1
5 cos(4x) oraz b od 1.5 do 9. Na wykresie - linia ci¡gªa:

b = 1.5, pogrubiona linia kreskowa: b = 3; linia punktowa: b = 4.5; linia punktowo

kreskowa: b = 6; kreskowa: b = 7.5; pogrubiona linia ci¡gªa: b = 9.
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Rozdziaª 4

Wprowadzenie do teorii spr¦»ysto±ci

Teoria spr¦»ysto±ci jest po±wi¦cona ciaªom staªym, gdy zewn¦trzne mechaniczne
siªy i odksztaªcenia prowadz¡ do wewn¦trznych siª i do lokalnych nierównomiernych
odksztaªce« wewn¡trz ciaªa. Po ustaniu dziaªa« zewn¦trznych ciaªo wraca w stan
pocz¡tkowy. Prosty przykªad to rozci¡ganie gumki.

W ramach mechaniki o±rodków ci¡gªych ciaªo jest rozpatrywano jako obiekt ci¡-
gªy, co nie jest zgodne z molekularn¡ budow¡ materii w mikroskali. Wobec tego
trzeba w ramach teorii rozpatrywa¢ przemieszczenia lokalne przekraczaj¡ce wymiary
molekularne. Z drugiej strony przy zbyt du»ych przeksztaªceniach wªasno±ci spr¦-
»yste ciaªa, czyli powrót do stanu pocz¡tkowego, ulegaj¡ zmianie. Zatem klasyczna
teoria spr¦»ysto±ci jest sªuszna w pewnym zakresie. Ale ten zakres mo»na mody�-
kowa¢ w kierunku maªych rozmiarów [12] i dla du»ych odksztaªce«, co prowadzi do
plastyczno±ci lub p¦kania materiaªów.

W teorii spr¦»ysto±ci u»ywana jest cz¦sto zasada przej±cia ci¡gªe ↔ dyskretne.
Najpierw ciaªo jest w my±li dzielone na maªe kawaªki. Siªy s¡ rozpatrywane w ka»-
dym sko«czonym dyskretnym kawaªku. Dalej wielko±¢ ka»dego kawaªka �d¡»y� wiel-
ko±ci punktu. W rezultacie powstaj¡ równania o pochodnych cz¡stkowych w ka»-
dym punkcie ciaªa. Je±li pozosta¢ na poziomie dyskretnym (ziarnistym), rozwa»anie
spr¦»ystego o±rodka przez sko«czony zbiór kawaªków prowadzi do metody elementów
sko«czonych.

4.1 Tensor napr¦»e«

W ramach zasady przej±cia ci¡gªe ↔ dyskretne wyodr¦bnimy w wyobra¹ni maªy
kawaªek wewn¡trz ciaªa.

Rozpatrzmy punkt x w tym maªym kawaªku i pªaski kawaªek pªaszczyzny S
zawieraj¡cy ten punkt. Niech n oznacza dowolnie ustalony wektor normalny do S,
pole oznaczamy przez S = |S|. Je±li w ciele dziaªaj¡ siªy wewn¦trzne, to mo»na
je opisa¢ w otoczeniu punktu x przez siªy dziaªaj¡ce na ka»dy pªaski element S.
Rozwa»my siª¦ F = (Fn, Ft) zaczepion¡ w punkcie x, gdzie Fn jest rzutem F na
wektor normalny n, Ft rzutem F na pªaszczyzn¦ S. Na jednostk¦ pola elementu S
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dziaªa siªa

f =
F

S
. (4.1)

Ci±nienie (napr¦»enia normalne) w punkcie x dziaªaj¡ce na element S jest okre±lone
jest wzorem

pn =
Fn

S
. (4.2)

Oczywi±cie przy zmianie orientacji powierzchni S, tzn. zmianie wektora normalnego
n na −n, mamy p−n = −pn. Podobnie wprowadza si¦ napr¦»enia styczne

σt =
Ft

S
, (4.3)

Rysunek 4.1: Normalne i styczne siªy dziaªaj¡ce na kawaªek powierzchni

Napr¦»enia styczne maj¡ charakter siª wewn¦trznego tarcia. Je±li s¡ one nieobecne
w ciele, to ciaªo zachowuje si¦ jak ciecz idealna, gdy dziaªa tylko (skalarne) ci±nienie
i nie ma siª tarcia utrzymuj¡cych kawaªki w caªo±ci.

Rozwa»my maªy kawaªek ciaªa w postaci ostrosªupa

Rysunek 4.2: Napr¦»enia normalne ±cianek ostrosªupa
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Dla maªych odksztaªce« geometria ostrosªupa zmienia si¦ nieznacznie. Bilans siª
prowadzi do równania

pn∆Sn = p1∆S1 + p2∆S2 + p3∆S3, (4.4)

w którym pj to napr¦»enia normalne na ±cianki pokazane na rysunku 4.2, ∆Sj
- pola odpowiednich kraw¦dzi ostrosªupa. �cianka ∆Sj (j = 1, 2, 3) jest rzutem
±cianki ∆Sn na odpowiedni¡ pªaszczyzn¦. Wobec tego pole

|∆Sj| = |∆Sn|nj, (4.5)

gdzie nj = cos(n, xj). Podstawiaj¡c (4.5) do (4.4) otrzymujemy

pn = p1n1 + p2n2 + p3n3 = pjnj. (4.6)

Ka»dy z wektorów pj mo»na przedstawi¢ w ukªadzie kartezja«skim nast¦puj¡co

pn = σjknjek. (4.7)

W równo±ci (4.6) mamy sum¦ po j od 1 do 3, w (4.7) - podwójn¡ sum¦ po j i k.
Zapiszemy ostatni¡ równo±¢ w postaci macierzowo�wektorowej

pn1

pn2

pn3

 =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 =


n1

n2

n3

 . (4.8)

Dziewi¦¢ wielko±ci σjk tworzy tensor napr¦»e«. Macierz, wyst¦puj¡ca w (4.8), jest
zapisem tego tensora w rozwa»anym ukªadzie wspóªrz¦dnych. Tensor napr¦»e« jest
wielko±ci¡ charakteryzuj¡c¡ stan wewn¦trznych napr¦»e« w punkcie.

Na przykªad, je»eli tensor napr¦»e« wyra»a si¦ przez symbol Kroneckera w na-
st¦puj¡cy sposób σjk = δjk, to stan napr¦»e« sprowadza si¦ do skalarnego ci±nienia
p, które nie zale»y od kierunku wektora n w wybranym punkcie, czyli ma posta¢

pn = pn. (4.9)

Mo»na udowodni¢, »e tensor napr¦»e« jest tensorem w sensie okre±lonym w roz-
dziel 1.6. Napr¦»enia po przek¡tnej σkk nazywamy napr¦»eniami normalnymi, po-
zostaªe σjk - stycznymi. Z rozwa»a« �zycznych wynika, »e σjk = σkj czyli tensor σjk
jest symetryczny, zawiera wi¦c sze±¢ niezale»nych cz¦±ci skªadowych.

4.2 Napr¦»enia i osie gªówne

Rozpatrzmy przypadek, gdy kierunek wektora pn pokrywa si¦ z kierunkiem wektora
n, tzn. dla pewnej liczby λ mamy

pn = λn. (4.10)
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Uwzgl¦dniaj¡c (4.8) otrzymujemy, »e (4.10) jest równowa»ne

σ · n = λn. (4.11)

Otrzymali±my nast¦puj¡ce zagadnienie. Dana jest macierz σ, wyznaczy¢ wektor
n i staª¡ λ w taki sposób, »eby byªo speªnione (4.11). W standardowym kursie
algebry to zagadnienie nazywa si¦ zagadnieniem o wektorach wªasnych n i odpo-
wiednich warto±ciach wªasnych λ. Dla wyznaczenie warto±ci wªasnych zgodnie z
kursem algebry rozwi¡zujemy równanie∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ11 − λ σ12 σ13

σ21a σ22 − λ σ23

σ31 σ32 σ33 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (4.12)

Po obliczeniu wyznacznika, (4.12) przyjmuje posta¢ równania trzeciego stopnia

λ3 − I1λ
2 + I2λ− I3 = 0, (4.13)

gdzie

I1 = σ11 + σ22 + σ33

I2 =

∣∣∣∣∣∣
σ22 σ32

σ23 σ33

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
σ11 σ21

σ12 σ22

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
σ11 σ31

σ13 σ33

∣∣∣∣∣∣ ,

I3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(4.14)

Na gruncie algebry uzasadnia si¦, »e w przypadku macierzy symetrycznej wszystkie
jej wektory wªasne tworz¡ ukªad ortogonalny, a warto±ci wªasne s¡ liczbami rzeczy-
wistymi. Trzy pierwiastki równania (4.13) σ1, σ2 i σ3 nazywaj¡ si¦ napr¦»eniami

gªównymi, a odpowiednie wektory wªasne tworz¡ osie gªówne. W osiach gªównych
tensor napr¦»e« ma posta¢  σ1 0 0

0 σ2 0
0 0 σ3

 . (4.15)

Warto±ci (4.14) s¡ niezmiennikami tensora σ czyli nie zale»¡ od wyboru wspóªrz¦d-
nych, poniewa» okre±laj¡ one równanie (4.13) niezale»ne od wspóªrz¦dnych.

Mo»liwe s¡ przypadki σ1 = σ2, σ2 = σ3 oraz σ1 = σ2 = σ3. Ostatni przypadek
jest równowa»ny przypadkowi skalarnego ci±nienia (4.9).
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Zgodnie z rozkªadem siªy F rozpatrywanej na samym pocz¡tku rozdziaªu 4.1
mamy |F|2 = |Fn|2 + |Ft|2. Siªa Ft odpowiada napr¦»eniom stycznym, dla których

|σt|2 = |f |2 − |σn|2. (4.16)

Mo»na wyznaczy¢ wspóªrz¦dne, w których wielko±¢ |σt| jest minimalna przy ustalo-
nym tensorze σ. Prowadzi to do napr¦»e« ostrosªupowych [22].

4.3 Tensor odksztaªce«

Podczas odksztaªcenia punkty ciaªa przemieszczaj¡ si¦, tzn. punkt x przechodzi
do poªo»enia punktu y. Ró»nica u = (u1, u2, u3) = x − y nazywa si¦ wektorem

przemieszcze«. W ramach klasycznej teorii spr¦»ysto±ci rozpatrywane s¡ maªe prze-
mieszczenia. W tym przypadku powstaje tensor odksztaªce« ϵ okre±lony wzorem

ϵjk =
1

2

(
∂uk
∂xm

+
∂um
∂xk

)
. (4.17)

Tensor odksztaªce« w ustalonych wspóªrz¦dnych mo»na przedstawi¢ w postaci ma-
cierzy symetrycznej  ϵ11 ϵ12 ϵ13

ϵ21 ϵ22 ϵ23
ϵ31 ϵ32 ϵ33

 . (4.18)

Wielko±ci ϵkk przybli»aj¡ rozci¡gni¦cie materiaªu w kierunku xk. Przy maªych prze-
mieszczeniach ta przybli»ona równo±¢ jest wystarczaj¡ca. W terminach matematycz-
nych mo»na to sformuªowa¢, jako przybli»ony wzór na przyrost funkcji, obliczony
jako iloczyn pochodnej przez przyrost argumentu. Wielko±ci ϵjk (j ̸= k) opisuj¡
maªe k¡ty pomi¦dzy osiami xj a xk.

∂ ux2∂ x1

-∂ ux1∂ x2

x1

x2

Rysunek 4.3: Maªe k¡ty pomi¦dzy osiami xj a xk
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4.4 Prawo Hooka

Hook (1676) sformuªowaª prawo teorii spr¦»ysto±ci nast¦puj¡co � jaka siªa, takie od-
ksztaªcenie�, co mo»na zapisa¢ w prostej postaci

σ = Eϵ, (4.19)

gdzie E jest staª¡ materiaªu. W zale»no±ci (4.19) σ i ϵ rozwa»amy jako skalarne wiel-
ko±ci opisuj¡ce na przykªad rozci¡ganie gumki. W ogólnym przypadku ciaªa trójwy-
miarowego prawo Hooka ma posta¢ proporcjonalno±ci tensorów napr¦»e« i odksztaª-
ce«. Poniewa» te tensory s¡ tensorami drugiego rz¦du okre±lonymi przez macierze,
ogólny liniowy zwi¡zek pomi¦dzy nimi mo»e by¢ wyra»ony przez tensor czwartego
rz¦du

σ = E · ϵ. (4.20)

W ustalonych wspóªrz¦dnych (4.20) mo»na zapisa¢ w postaci

σij = Eijkℓϵkℓ, (4.21)

gdzie wyst¦puje podwójne sumowanie po k i ℓ od 1 do 3. Ukªad (4.21) ma 9 równa«,
tensor E skªada si¦ z 81 elementów. W zwi¡zku z symetri¡ tensorów σ i ϵ liczba
niezale»nych równa« w (4.21) sprowadza si¦ do 6, z czego tak»e wynika, »e tensor E
ma 21 elementów. Te 21 elementów opisuje ogólny anizotropowy materiaª spr¦»ysty.
Materiaª izotropowy jest opisany przez dwie staªe λ i µ, znane jako staªe Lamego.
Elementy tensora E mo»na wyrazi¢ przez symbol Kroneckera

Eijkℓ = λδijδkℓ + µ(δikδjℓ + δiℓδjk). (4.22)

Wtedy zale»no±¢ (4.21) przyjmuje posta¢

σij = λδijϵkk + 2µϵij. (4.23)

Na przykªad
σ11 = λ(ϵ11 + ϵ22 + ϵ33) + 2µϵ11. (4.24)

W przypadku prostego rozci¡gania gumki wzdªu» osi x1 odksztaªcenia ϵ22 = ϵ33 = 0,
sk¡d σ11 = (λ+ 2µ)ϵ11. Podobnie (4.23) dla i = 1, j = 2 ma posta¢

σ12 = 2µϵ12. (4.25)

Równania (4.23) mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co

2µϵij = σij −
λ

3λ+ 2µ
δijσkk. (4.26)

Oprócz staªych λ i µ w teorii spr¦»ysto±ci wykorzystywane s¡ inne staªe

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
= G. (4.27)

Staªa E nazywa si¦ moduªem Younga, ν - wspóªczynnikiem Poissona, G - moduªem
±cinania. Ka»da ze staªych mo»e by¢ eksperymentalnie wyznaczona przy odpowied-
nich stanach napr¦»e«.
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4.5 Zagadnienia brzegowe

Jedna z ogólnie przyj¦tych postaci zupeªnego ukªadu równa« ró»niczkowych teorii
spr¦»ysto±ci ma posta¢ trzech równa« równowagi

∂σ11
∂x1

+
∂σ12
∂x2

+
∂σ13
∂x3

+ f1 = 0,

∂σ21
∂x1

+
∂σ22
∂x2

+
∂σ23
∂x3

+ f2 = 0,

∂σ31
∂x1

+
∂σ32
∂x2

+
∂σ33
∂x3

+ f3 = 0,

(4.28)

gdzie wektor (f1, f2, f3) oznacza siªy obj¦to±ciowe, na przykªad odpowiadaj¡ce wadze
materiaªu.

Drugi zespóª równa« tworzy sze±¢ równa« prawa Hooka (4.23). Równania Ho-
oka zawieraj¡ sze±¢ niezale»nych elementów ϵij, które s¡ okre±lone przez trzy wspóª-
rz¦dne przemieszcze« uk przez wzory (4.17). Wobec tego w równaniach (4.23) mo»na
zamiast ϵij podstawi¢ (4.17). Wówczas mamy 9 skalarnych równa« o 9 niewiado-
mych σij i uk. Je±li zostawi¢ odksztaªcenia, to trzeba doda¢ jeszcze trzy równania
uwzgl¦dniaj¡ce (4.17).

Równania ró»niczkowe o pochodnych cz¡stkowych s¡ speªnione w pewnym obsza-
rze zajmowanym przez ciaªo spr¦»yste. Na brzegu trzeba zada¢ warunki brzegowe,
które mog¡ by¢ dwóch postaci. Na brzegu s¡ podane przemieszczenia

u = f , (4.29)

albo na brzegu s¡ podane normalne napr¦»enia

pn = σ · n. (4.30)

Mo»na tak»e postawi¢ zagadnienie mieszane, gdy na cz¦±ci brzegu s¡ podane prze-
mieszczenia, na pozostaªej cz¦±ci - normalne napr¦»enia. Mo»na udowodni¢ istnie-
nie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« zagadnie« brzegowych z dokªadno±ci¡ do pewnych
funkcji addytywnych, które wyra»aj¡ sztywne przemieszczenia ciaªa bez powstanie
wewn¦trznych napr¦»e«.

Mo»na sprawdzi¢, »e przemieszczenia s¡ funkcjami biharmonicznymi, tzn. speª-
niaj¡ równanie ∇4u = 0.

W niniejszym rozdziale byªy rozwa»ane tylko zagadnienia stacjonarne. W przy-
padku zagadnie« niestacjonarnych w równaniach ró»niczkowych pojawi¡ si¦ wyrazy
z pochodn¡ po czasie i wtedy trzeba doda¢ warunki pocz¡tkowe.
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4.5.1 Przykªad. Skr¦canie walca o przekroju koªowym

Rysunek 4.4: Skr¦canie walca

Skr¦canie dªugiego walca o k¡t θ na jednostk¦ dªugo±ci opisane jest przez tensor
napr¦»e«, dla którego

σ11 = σ22 = σ33 = σ12 = 0, σ13 = −θµx2, σ23 = θµx1. (4.31)

Nietrudno sprawdzi¢, »e równania równowagi (4.28) przy zerowych siªach obj¦to-
±ciowych s¡ speªnione. Na brzegu mamy zerowe napr¦»enia normalne, poniewa» ze
wzoru (4.30) wynika, »e

pn = σ · n = 0, (4.32)

przy czym wektor normalny na okr¦gu brzegowym oblicza si¦ jako n = (x1, x2, 0).
Zgodnie ze wzorami (4.26) i (4.31) mamy

ϵ11 = ϵ22 = ϵ33 = ϵ12 = 0, ϵ13 = −θx2, ϵ23 = θx1. (4.33)

Przemieszczenia mo»na wyznaczy¢ z równa« (4.17)

u = θ(−x2x3, x1x3, 0). (4.34)

4.5.2 Przykªad. Zginanie belki

Belka jest rozpatrywana jako dªugi walec z jednakowym siecznym przekrojem S.
Niech wspóªrz¦dne b¦d¡ dostosowane do osi belki, jak pokazano na rysunku 4.38.
Do belki mog¡ by¢ przyªo»one siªa F oraz moment M. S¡ to ró»na zagadnienia,
poniewa» caªkowita siªa dziaªaj¡ca na sieczn¡ S ma posta¢

F =

∫
S

(σ31, σ32, σ33)dx1dx2. (4.35)
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Natomiast moment M = (M1,M2,M3) oblicza si¦ wedªug wzorów

M1 =

∫
S

σ33x2dx1dx2, M2 = −
∫
S

σ33x1dx1dx2,

M3 =

∫
S

(σ32x1 − σ31x2)dx1dx2.

(4.36)

Zagadnienie dla belki jest rozpatrywane w u±rednionej postaci, gdy rozkªad napr¦»e«
σ3j jest skumulowany w postaci caªek.

W pewnych przypadkach mo»na przyj¡¢, »e σ33 jest staª¡, σ31 = σ32 = 0 w S.
Wtedy z równa« (4.26) uzyskamy

ϵ11 = −∂u1
∂x1

= − ν

E
, ϵ22 =

∂u2
∂x2

= − ν

E
, ϵ33 =

∂u3
∂x3

=
1

E
, (4.37)

ϵij = 0 dla pozostaªych i ̸= j. Caªkuj¡c (4.37) otrzymujemy przemieszczenia

u1 = − ν

E
x1, u2 = − ν

E
, x2 u3 =

1

E
x3, (4.38)

Rysunek 4.5: Zginanie belki

4.6 Skr¦canie pr¦ta o ogólnym ksztaªcie

Przy skr¦caniu mo»na zaªo»y¢, »e σ11 = σ22 = σ33 = σ12 = 0. Przemieszczenia
mo»na oszacowa¢ przez wzory (porównaj z (4.34))

u = θ(−x2x3, x1x3, ϕ(x1, x2)), (4.39)

w których funkcja ϕ = ϕ(x1, x2) ma by¢ okre±lona w zale»no±ci od ksztaªtu obszaru
S. Niezerowymi odksztaªceniami s¡ (patrz (4.17))

ϵ31 = θ

(
∂ϕ

∂x1
− x2

)
, ϵ32 = θ

(
∂ϕ

∂x2
+ x1

)
. (4.40)
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Odpowiednio niezerowe napr¦»enia s¡ równe

σ31 = Gθ

(
∂ϕ

∂x1
− x2

)
, σ32 = Gθ

(
∂ϕ

∂x2
+ x1

)
. (4.41)

Równania równowagi (4.28) b¦d¡ speªnione, gdy

∂σ31
∂x1

+
∂σ32
∂x2

= 0. (4.42)

Podstawiaj¡c (4.41) do (4.42) otrzymujemy równanie Laplace'a na funkcj¦ ϕ

∂2ϕ

∂x21
+
∂2ϕ

∂x22
= 0, (x1, x2) ∈ S. (4.43)

Napr¦»enie normalne na brzegu wynosi zero, wi¦c

σ31n1 + σ32n2 = 0, (x1, x2) ∈ ∂S, (4.44)

gdzie n = (n1, n2) jest zewn¦trznym wektorem normalnym do ∂S. Podstawiaj¡c
(4.41) do (4.44) otrzymujemy zagadnienie brzegowe Neumanna

∂ϕ

∂n
= x2n1 − x1n2, (x1, x2) ∈ ∂S, (4.45)

gdzie ∂ϕ
∂n

= ∂ϕ
∂x1
n1 +

∂ϕ
∂x2
n2 jest pochodn¡ normaln¡ na ∂S.

Niekiedy zamiast funkcji ϕ rozpatrywana jest funkcja Prandtla ψ, dla której

σ31 = Gθ
∂ψ

∂x2
, σ32 = −Gθ ∂ψ

∂x1
. (4.46)

Funkcja Prandtla speªnia równanie Poissona

∇2ψ = −2. (4.47)

Warunek brzegowy (4.45) przyjmuje posta¢

∂ψ

∂x2
n1 −

∂ψ

∂x1
n2 =

∂ψ

∂x1
s1 +

∂ψ

∂x2
s2 =

∂ψ

∂s
= 0, (x1, x2) ∈ ∂S, (4.48)

gdzie wektor s = (s1, s2) = (−n2, n1) jest styczny do ∂S (s ·n = 0). Caªkuj¡c (4.48)
wzdªu» ∂S otrzymujemy

ψ = 0; (4.49)

bez straty ogólno±ci staªa caªkowania zostaªa przyj¦ta jako zero. Wobec tego dla
równania (4.47) otrzymali±my zagadnienie Dirichleta (4.49).

Podczas skr¦cania powstaje moment M = (0, 0,M3); ze wzoru (4.36) mamy

M3 = −Gθ
∫
S

(
∂ψ

∂x1
x1 +

∂ψ

∂x2
x2

)
dx1dx2

= −Gθ
∫
S

[
∂

∂x1
(ψx1) +

∂

∂x2
(ψx2)

]
dx1dx2 + 2Gθ

∫
S

ψ dx1dx2.

(4.50)
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Ze wzoru Ostrogradskiego�Gaussa (1.82) (patrz tak»e (1.84)) wynika, »e

M3 = −Gθ
∫
∂S

ψ(x1n1 + x2n2)ds+ 2Gθ

∫
S

ψ dx1dx2 = 2Gθ

∫
S

ψ dx1dx2, (4.51)

poniewa» ψ = 0 na ∂S.

4.6.1 Przykªad. Elipsa

Niech ∂S B¦dzie elips¡
x21
a2

+
x22
b2

= 1. (4.52)

Wówczas mo»na sprawdzi¢, »e funkcja Prandtla wyra»a si¦ wzorem

ψ(x1, x2) = k

(
x21
a2

+
x22
b2

− 1

)
, (4.53)

gdzie warto±¢ staªej k = − a2b2

a2+b2
uzyskujemy z równania (4.47). Napr¦»enia styczne

s¡ równe

σ31 = −2Gθ
a2

a2 + b2
x2, σ32 = 2Gθ

b2

a2 + b2
x1. (4.54)

Moment M3 mo»na obliczy¢ ze wzoru (4.51). Dalej korzystamy z oblicze« kom-
puterowych.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= ψ@x_, y_, a_, b_D = − a2 b2

a2 + b2 x2

a2
+ y2

b2
− 1

Out[1]= − a2 b2 K−1 + x2

a2
+ y2

b2
O

a2 + b2-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= σ13@x_, y_, a_, b_D = −2 a2

a2 + b2 y

Out[2]= − 2 a2 y

a2 + b2-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= σ23@x_, y_, a_, b_D = 2
b2

a2 + b2 x

Out[3]=
2 b2 x

a2 + b2
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= M3@a_, b_D = SimplifyB2 ‡−aa ‡−b 1− x2
a2

b 1− x2
a2 ψ@x, y, a, bD �y �x,

Assumptions → a > 0F
Out[4]=

a3 b3 π
a2 + b2

Wykres funkcji ψ przedstawiamy jako ContourPlot.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= ψ1@x_, y_, a_, b_D = IfBx2
a2

+ y2

b2
< 1, ψ@x, y, a, bD, NullF;

In[6]:= ContourPlot@ψ1@x, y, 3, 2D, 8x, −3, 3<, 8y, −2, 2<,
AspectRatio → AutomaticD

Out[6]=

Moduª napr¦»e« stycznych ma posta¢

τ =
√
σ2
31 + σ2

32 = Gθ|∇ψ| = 2Gθ

a2 + b2

√
b4x21 + a4x22. (4.55)

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[7]:= τ@x_, y_, a_, b_D = SimplifyB σ13@x, y, a, bD2 + σ23@x, y, a, bD2 , Assumptions

Out[7]=
2 b4 x2 + a4 y2

a2 + b2
In[8]:= τ1@x_, y_, a_, b_D = IfBx2

a2
+ y2

b2
b 1, τ@x, y, a, bD, NullF;
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[9]:= ContourPlot@τ1@x, y, 3, 2D, 8x, −3, 3<, 8y, −2, 2<,
AspectRatio → AutomaticD

Out[9]=

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[10]:= Plot@τ@3 Cos@ϑD, 2 Sin@ϑD, 3, 2D, 8ϑ, 0, 2 π<,
GridLines → 88π, πê2, π, 3ê2 π, 2 π<, 82.1, 2.3, 2.5, 2.7<<,
PlotStyle → 8Black, Thick<D

Out[10]=

1 2 3 4 5 6

2.2

2.4

2.6

Z wykresu wida¢, »e najwi¦ksze napr¦»enia styczne powstaj¡ w punktach (0,±b).
Zatem trzeba uwa»a¢ na te punkty przy skr¦caniu eliptycznych pr¦tów, bo strefy
najwi¦kszego napr¦»enia s¡ najbardziej podatne na p¦kanie.

4.6.2 Przykªad. Prostok¡t

Rozpatrzmy przykªad, gdy obszar S jest prostok¡tem −b < x1 < b, −a < x2 < a.
Szukamy funkcj¦ Prandtla w postaci

ψ(x1, x2) = b2 − x21 +Ψ(x1, x2), (4.56)

gdzie funkcja Ψ = Ψ(x1, x2) jest parzysta po x1, x2 i speªnia równanie Laplace'a

∇2Ψ = 0, (x1, x2) ∈ S. (4.57)
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Na brzegu prostok¡ta mamy ψ = 0 czyli

Ψ(±b, x2) = 0, Ψ(x1,±a) = x21 − b2. (4.58)

Zagadnienie (4.56)�(4.58) mo»na rozwi¡za¢ korzystaj¡c z metody rozdzielenia
zmiennych (patrz rozdziaª 2.4). Szukamy rozwi¡zania postaci

Ψ̃(x1, x2) = f(x1)g(x2). (4.59)

Po podstawieniu (4.59) do (4.57) i rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy równania
ró»niczkowe zwyczajne

f ′′(x1)

f(x1)
= −g

′′(x2)

g(x2)
= −λ2, (4.60)

gdzie λ jest nieokre±lon¡ dodatni¡ staª¡. Podstawienie λ2 zamiast −λ2 prowadzi
tylko do zerowych rozwi¡za«. Rozwi¡zuj¡c równania ró»niczkowe (4.60) w klasie
funkcji parzystych otrzymujemy

Ψ̃(x1, x2) = cos(λx1) cosh(λx2). (4.61)

Pierwszy warunek brzegowy (4.58) jest speªniony, je»eli

cos(λb) = 0 a wi¦c, gdy λn =
πn

2b
, gdzie n = 1, 3, 5, . . . . (4.62)

Szukamy funkcji Ψ = Ψ(x1, x2) w postaci szeregu

Ψ(x1, x2) =
∞∑
n=1

αn cos
πn

2b
x1 cosh

πn

2b
x2. (4.63)

Drugi warunek brzegowy (4.58) b¦dzie speªniony, je»eli

∞∑
n=1

αn cos
πn

2b
x1 cosh

πna

2b
= x21 − b2, −b < x1 < b. (4.64)

W celu obliczenia wspóªczynników αn trzeba przedstawi¢ funkcj¦ Ψ(x1,±a) = x21−b2
w postaci szeregu Fouriera wedªug cos πn

2b
x1. Komputerowe obliczenia wszystkich

parametrów s¡ podane ni»ej-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= SimplifyBFourierCosCoefficientBx12 − b2, x1, n,

FourierParameters → :1, π
2 b

>F,
Assumptions → 8b > 0, n ∈ Integers<F

Out[1]=
16 H−1Ln b2

n2 π2
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= Ψ@x1_, x2_, a_, b_D := ‚
n=1∞ 16 H−1Ln b2

n2 π2 CoshB π n a

2 b
F CosBπ n

2 b
x1F CoshBπ n

2 b
x2F

In[3]:= ψ@x1_, x2_D = b2 − x12 + Ψ@x1, x2, a, bD
Out[3]= b2 − x12 + ‚

n=1∞ 16 H−1Ln b2 CosB n π x1

2 b
F CoshB n π x2

2 b
F SechB a n π

2 b
F

n2 π2-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= σ13@x1_, x2_D = Gθ D@ψ@x1, x2D, x1D
Out[4]= Gθ −2 x1 + ‚

n=1∞ − 8 H−1Ln b CoshB n π x2

2 b
F SechB a n π

2 b
F SinB n π x1

2 b
F

n π
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= σ23@x1_, x2_D = −Gθ D@ψ@x1, x2D, x2D
Out[5]= −Gθ ‚

n=1∞ 8 H−1Ln b CosB n π x1

2 b
F SechB a n π

2 b
F SinhB n π x2

2 b
F

n π-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= M3@a_, b_D = ‡−aa ‡−bb ψ@x1, x2D �x1 �x2
Out[6]= ‡−aa ‡−bb b2 − x12 + ‚

n=1∞ 16 H−1Ln b2 CosB n π x1

2 b
F CoshB n π x2

2 b
F SechB a n π

2 b
F

n2 π2�x1 �x2-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[7]:= M3@a_, b_D = ‡−aa ‡−bb Ib2 − x12M �x1 �x2 +‚
n=1∞ ‡−aa ‡−bb 16 H−1Ln b2 CosB n π x1

2 b
F CoshB n π x2

2 b
F SechB a n π

2 b
F

n2 π2 �x1 �x2
Out[7]=

8 a b3

3
+ ‚
n=1∞ 256 H−1Ln b4 SinB n π

2
F TanhB a n π

2 b
F

n4 π4
Rozpatrzmy przypadek a = b.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[8]:= ψ@x1_, x2_D = b2 − x12 + Ψ@x1, x2, b, bD
Out[8]= b2 − x12 + ‚

n=1∞ 16 H−1Ln b2 CosB n π x1

2 b
F CoshB n π x2

2 b
F SechB n π

2
F

n2 π2
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[9]:= σ13@x1_, x2_D = Gθ D@ψ@x1, x2D, x1D
Out[9]= Gθ −2 x1 + ‚

n=1∞ − 8 H−1Ln b CoshB n π x2

2 b
F SechB n π

2
F SinB n π x1

2 b
F

n π
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[10]:= σ23@x1_, x2_D = −Gθ D@ψ@x1, x2D, x2D
Out[10]= −Gθ ‚

n=1∞ 8 H−1Ln b CosB n π x1

2 b
F SechB n π

2
F SinhB n π x2

2 b
F

n π-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[11]:= M3@b_D = ‡−bb ‡−bb ψ@x1, x2D �x1 �x2
Out[11]= ‡−bb ‡−bb b2 − x12 + ‚

n=1∞ 16 H−1Ln b2 CosB n π x1

2 b
F CoshB n π x2

2 b
F SechB n π

2
F

n2 π2�x1 �x2-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[12]:= M3@b_D = ‡−bb ‡−bb Ib2 − x12M �x1 �x2 +‚
n=1∞ ‡−bb ‡−bb 16 H−1Ln b2 CosB n π x1

2 b
F CoshB n π x2

2 b
F SechB n π

2
F

n2 π2 �x1 �x2
Out[12]=

8 b4

3
+ ‚
n=1∞ 256 H−1Ln b4 SinB n π

2
F TanhB n π

2
F

n4 π4
4.7 Zagadnienia pªaskie

4.7.1 Ogólne równania

W pierwszej cz¦±ci podr¦cznika omówione byªy mo»liwo±ci rozwa»ania trójwymia-
rowych zagadnie« jako zagadnie« jednowymiarowych. W podobny sposób niektóre
zagadnienia teorii spr¦»ysto±ci mo»na rozpatrywa¢ jako dwuwymiarowe. Istniej¡
dwie zasadnicze mo»liwo±ci takiego podej±cia. W przypadku geometrii walca, gdy
wszystko jest jednakowe w ka»dej pªaszczy¹nie siecznej, prostopadªej do osi walca,
mamy do czynienia z pªaskim stanem odksztaªce« (rys. 4.6). W przypadku pªaskiego
kawaªka materiaªu, gdy wszystko dzieje si¦ w pªaszczy¹nie, mamy do czynienia z pªa-
skim stanem napr¦»e« (rys. 4.7).

W pªaskim stanie odksztaªce« wszystkie parametry zale»¡ tylko od zmiennych
x1 i x2; przemieszczenie jest wektorem u = (u1, u2, c), gdzie c - staªa; niezerowymi
odksztaªceniami s¡ tylko

ϵ11 =
∂u1
∂x1

, ϵ22 =
∂u2
∂x2

, ϵ12 =
∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

. (4.65)
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Rysunek 4.6: Pªaski stan odksztaªce«

Prawo Hooka przyjmuje posta¢

ϵ11 =
1

2G
[σ11 − ν(σ11 + σ22)], ϵ22 =

1

2G
[σ22 − ν(σ11 + σ22)], ϵ12 =

1

G
σ12, (4.66)

przy czym σ33 nie wchodzi w powy»sze równania i mo»e by¢ obliczone ze wzoru

σ33 = ν(σ11 + σ22). (4.67)

Prawo Hooka mo»e by¢ napisane tak»e nast¦puj¡co

σ11 = 2G[ϵ11 −
ν

1− 2ν
(ϵ11 + ϵ22)], σ22 = 2G[ϵ22 −

ν

1− 2ν
(ϵ11 + ϵ22)]. (4.68)

Z równa« równowagi, w przypadku nieznacznych siª obj¦to±ciowych, mamy równania

∂σ11
∂x1

+
∂σ12
∂x2

= 0,
∂σ21
∂x1

+
∂σ22
∂x2

= 0. (4.69)

Normalne napr¦»enia brzegowe pn = (pn1, pn2, 0) mog¡ by¢ obliczone ze wzorów

pn1 = σ11n1 + σ12n2, pn2 = σ21n1 + σ22n2. (4.70)

Ró»nice pomi¦dzy pªaskim stanem odksztaªce« i pªaskim stanem napr¦»e« po-
jawiaj¡ si¦ w prawie Hooka. W pªaskim stanie napr¦»e« prawo Hooka ma posta¢

ϵ11 =
1

E
(σ11 − νσ22), ϵ22 =

1

E
(σ22 − νσ11),

ϵ12 =
1

G
σ12, ϵ33 =

ν

E
(σ11 + σ22).

(4.71)

Odwracanie (4.71) daje

σ11 =
E

1− ν2
(ϵ11 + νϵ22), σ22 =

E

1− ν2
(ϵ22 + νϵ11), (4.72)

przy czym
ϵ33 = − ν

1 + ν
(ϵ11 + ϵ22). (4.73)
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Rysunek 4.7: Pªaski stan napr¦»e«

4.7.2 Potencjaªy zespolone

Dla zagadnie« pªaskich bardzo przydatne s¡ potencjaªy zespolone wprowadzone
przez Kolosova (1909) i mody�kowane przez Muskhelishviliego (1932). Tensor napr¦-
»e« w rozwa»anym ograniczonym obszarze D mo»e by¢ zapisany przez dwie funkcje
φ i ψ analityczne w tym obszarze i klasy C2 w domkni¦ciu D. Zespolona zmienna
z = x1 + ix2. Wzory Kolosova�Muskhelishviliego maj¡ postac

σ11 + σ22 = 4Re φ′(z), σ22 − σ11 + 2iσ12 = −2[φ′′(z) + ψ′(z)]. (4.74)

Tak»e przemieszczenia s¡ wyra»one przez potencjaªy Kolosova�Muskhelishviliego

2Gu = κφ(z)− zφ′(z) + ψ(z), (4.75)

gdzie dla pªaskiego stanu odksztaªce« κ = 3 − 4ν, a dla pªaskiego stanu napr¦»e«
κ = 3−ν

1−ν . Wielko±¢ u jest rozumiana jako wielko±¢ zespolona.
Warunki brzegowe równie» mo»na zapisa¢ w postaci zespolonej. Je±li na brzegu

∂D s¡ znane napr¦»enia (p1, p2), to

φ(z) + zφ′(z) + ψ(z) = f(z), z ∈ ∂D, (4.76)

gdzie f jest caªk¡ wzdªu» ∂D okre±lon¡ z dokªadno±ci¡ do staªej addytywnej

f(z) = −
∫

(p2 − ip1)ds+ c. (4.77)

W przypadku brzegu wolnego od napr¦»e« mamy

φ(z) + zφ′(z) + ψ(z) = 0, z ∈ ∂D. (4.78)

82



Je»eli na brzegu s¡ znane przemieszczenia, to warunek brzegowy zgodnie z (4.75)
przyjmuje posta¢

κφ(z)− zφ′(z) + ψ(z) = 2Gu(z), z ∈ ∂D. (4.79)

Powy»sze wzory dotycz¡ obszaru D nie zawieraj¡cego punktu niesko«czono±¢.

12 Przykªad
Rozpatrzmy funkcje

φ(z) =
1

4
σz, ψ(z) = −1

2
σze−2iα, (4.80)

gdzie σ > 0, −π < α ≤ π. Zgodnie ze wzorami Kolosova�Muskhelishviliego (4.74)

σ11 + σ22 = σ, σ22 − σ11 + 2iσ12 = σe−2iα. (4.81)

Po rozwi¡zaniu ukªadu trzech rzeczywistych równa« (4.81) wzgl¦dem σij otrzymu-
jemy tensor napr¦»e«

σ = σ

 cos2 α 1
2
sin 2α

1
2
sin 2α sin2 α

 . (4.82)

Tensor (4.82) opisuje stan napr¦»e« w przypadku rozci¡gania pªyty niesko«czonej
pod k¡tem α do osi x1.
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Rozdziaª 5

Wprowadzenie do mechaniki cieczy

Rozpatrujemy ruch cieczy w czasie t w obszarze D = D(t) trójwymiarowej prze-
strzeni R3 w ramach mechaniki o±rodków ci¡gªych. B¦dziemy w wyobra¹ni wyod-
r¦bnia¢ w D ruch maªych cz¡stek cieczy i bada¢ ruch tych cz¡stek zgodnie z prawami
klasycznej mechaniki. Podstawowa ró»nica pomi¦dzy ciaªem staªym a ciecz¡ polega
na tym, »e cz¡stka cieczy nie zachowuje formy przy zewn¦trznych siªach. Oczywi±cie,
»e zachowanie materiaªów mo»e by¢ bardzie skomplikowanym i zawiera¢ zarówno ce-
chy ciaªa staªego jak i cechy cieczy. Dla opisu cieczy rozpatrzmy pr¦dko±¢ cieczy,
która tworzy pole wektorowe zmienne w czasie u = u(x, t) i g¦sto±¢ cieczy w postaci
funkcji skalarnej ρ = ρ(x, t). Wa»n¡ cech¡ cieczy idealnej jest ci±nienie p = p(x, t).
W bardziej ogólnym przypadku cieczy lepkiej b¦dzie wprowadzona lepko±¢ cieczy µ
i tensor napr¦»e« σij.

5.1 Opis Eulera i Lagrange'a

Istniej¡ dwie podstawowe mo»liwo±ci badania przepªywu cieczy, które mo»na przed-
stawi¢ na przykªadzie przepªywu wody w rzece. Ruch cz¡stki cieczy mo»e by¢ opi-
sany przez wektor�funkcj¦ X = X(t). Odpowiada to swobodnemu ruchowi ªodzi na
rzece. Obserwowa¢ wektor�funkcj¦ X = X(t) mo»na przez poruszanie ªodzi na wo-
dzie. Mo»na zobaczy¢ trajektori¦ ruchu ªodzi (cz¡stki wody), obserwowa¢ pr¦dko±¢
cz¡stki U(t). Jest to opis Lagrange'a.

Postawimy w rzece patyk w punkcie o wspóªrz¦dnych x, aby tylko nie wpªywaª
on na ruch cieczy. Mo»emy ustali¢ ten patyk w wyobra¹ni. Mo»na obserwowa¢
pr¦dko±¢ u = u(x, t) cz¡stek wody przepªywaj¡cych przez ten ustalony punkt. Jest
to opis Eulera. Je»eli w ustalonym czasie t pewna cz¡stka przepªywa przez punkt x z
pr¦dko±ci¡U = U(t), to w tym punkcie i w tym czasie mamy równo±¢U(t) = u(x, t).
Niech ∆t oznacza maªy przyrost czasu t. Wtedy cz¡stka cieczy min¦ªa punkt x i
w jakim± innym punkcie ma pr¦dko±¢ U(t + ∆t). Natomiast warto±¢ u(x, t + ∆t)
daje pr¦dko±¢ nast¦pnej cz¡stce cieczy, która osi¡gn¦ªa punkt x w czasie t + ∆t.
Niech x0 b¦dzie pocz¡tkowym punktem dla pewnej cz¡stki cieczy. Wtedy zmienna
Lagrange'a X jest okre±lona przez x0 i t. Pr¦dko±¢ cz¡stki U(x0, t) mo»na okre±li¢
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przez pochodn¡ cz¡stkow¡ wzgl¦dem zmiennej t

U(x0, t) =
DX

Dt
(x0, t). (5.1)

W mechanice cieczy oznacza si¦ pochodn¡ wzgl¦dem czasu w opisie Lagrange'a jako
D
Dt
. Ta pochodna ma tak»e nazw¦ pochodnej materialnej. Pochodn¡ wzgl¦dem czasu

w opisie Eulera oznacza si¦ standardowo jako ∂
∂t
. Te pochodne s¡ ró»ne, poniewa»

pochodna Lagrange'a D
Dt

jest obliczana w ruchomych wspóªrz¦dnych rozpatrywanej
cz¡stki. Natomiast pochodna Eulera ∂

∂t
jest obliczana w staªym punkcie x. Ró»nic¦

tych pochodnych mo»na wytªumaczy¢ w nast¦puj¡cy sposób. Pochodna ruchomej
cz¡stki D

Dt
ma by¢ równa pochodnej w ustalonym punkcie ∂

∂t
z uwzgl¦dnieniem pr¦d-

ko±¢ samej cz¡stki uciekaj¡cej z ustalonego punktu. Matematyczna reguªa zwi¡zku
tych pochodnych mo»e by¢ przedstawiona za pomoc¡ standardowego wzoru na ró»-
niczkowanie funkcji zªo»onych. Na pocz¡tek rozpatrzmy skalarn¡ wielko±¢ f(x, t)
w opisie Eulera, która tak»e mo»e by¢ przedstawiona w opisie Lagrange'a

f(X(x0, t), t) = f(x, t). (5.2)

Pochodne Lagrange'a i Eulera s¡ zwi¡zane wzorem na pochodn¡ funkcji zªo»onej

Df

Dt
=
∂f

∂t
+

∂f

∂Xi

dXi

dt
, (5.3)

gdzie X = (X1, X2, X3). We wzorze (5.3) wykorzystano sumowanie Einsteina. Po-
chodne dXi

dt
zapisane jako standardowe pochodne funkcji jednej zmiennej. Zgodnie

z przyj¦tymi oznaczeniami mo»na byªoby tak»e pisa¢ DXi

Dt
zamiast dXi

dt
. Zauwa»my,

»e wektor dX
dt

jest pr¦dko±ci¡ u = (u, v, w) (litery u i u nale»y rozró»nia¢). Wtedy
(5.3) mo»na zapisa¢ w postaci

Df

Dt
=
∂f

∂t
+ (u · ∇)f (5.4)

Ostatni¡ równo±¢ mo»na równie» napisa¢ w postaci operatorowej

D

Dt
=

∂

∂t
+ u · ∇ (5.5)

Przy±pieszenie cz¡stki a jest pochodn¡ Lagrange'a pr¦dko±ci po czasie. Zastosu-
jemy wzór (5.5) dla przedstawienia przy±pieszenia w opisie Eulera

DU

Dt
=
∂u

∂t
+ (u · ∇)u. (5.6)

Ostatni wyraz we wzorze (5.6) trzeba rozumie¢ w nast¦puj¡cy spoób:

(u · ∇)︸ ︷︷ ︸
operator

u,
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czyli operator u · ∇ jest zastosowany do wektor�funkcji u. Aby nie byªo niejasno±ci
rozpiszemy ten skomplikowany wyraz we wspóªrz¦dnych kartezja«skich

(u · ∇)u =

(
u
∂

∂x1
+ v

∂

∂x2
+ w

∂

∂x3

)
︸ ︷︷ ︸

operator

(u, v, w)︸ ︷︷ ︸
argument

=

=

(
u
∂u

∂x1
+ v

∂u

∂x2
+ w

∂u

∂x3
, u

∂v

∂x1
+ v

∂v

∂x2
+ w

∂v

∂x3
, u
∂w

∂x1
+ v

∂w

∂x2
+ w

∂w

∂x3

)
.

Wyra»enie u ·∇u mo»na tak»e rozumie¢ jako iloczyn macierzy u o wymiarach 1× 3
i macierzy ∇u o wymiarach 3×3, gdzie ostatnia macierz jest podana w rozdziale 5.2
w postaci (5.17). Wykonuj¡c proste obliczenia mo»na sprawdzi¢, »e wynik b¦dzie
ten sam. Zatem wyra»enie bez nawiasów u · ∇u jest poprawnie napisane.

Wektor pr¦dko±ci u(x, t) = (u(x, t), v(x, t), w(x, t)) przy dowolnie ustalonym
czasie t jest polem wektorowym. Pole wektorowe u tworzy linie pr¡du pr¦dko±ci
speªniaj¡ce równania ró»niczkowe

dx1
u

=
dx2
v

=
dx3
w
. (5.7)

Z równa« (5.7) wynika, »e wektory u i dx = (dx1, dx2, dx3) s¡ równolegªe. Wektory
pola wektorowego u s¡ wi¦c styczne do krzywej (5.7). Równania ró»niczkowe (5.7)
mo»na napisa¢ w postaci

dx

ds
= u(x(s), t), (5.8)

gdzie s jest parametrem krzywej okre±lonej równaniem parametrycznym x = x(s).
Trajektoria albo tor cz¡stki cieczy mo»na okre±li¢ za pomoc¡ zmiennych La-

grange'a rozwi¡zuj¡c równania ró»niczkowe z odpowiednimi warunkami pocz¡tko-
wymi

DX

Dt
= u(X(t), t) (5.9)

wzgl¦dem szukanej funkcji X = X(t). Linie pr¡du pokrywaj¡ si¦ z trajektoriami
tylko w przypadku przepªywu stacjonarnego.

Mathematica posiada wbudowane operatory, dzi¦ki którym mo»emy zilustrowa¢
dane pole wektorowe. Niech u(x, y, t) = (4y2, x2y2+5) okre±la pole pr¦dko±ci w cza-
sie t. Przedstawmy je dla t = 1 wykorzystuj¡c operator VectorPlot (rys. 5.1).-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= VectorPlotA94 y2, x2 y2 + 5=, 8x, −4, 4<, 8y, −4, 4<,
VectorScale → 8.06, .8, None<E

Dzi¦ki StreamPlot mo»emy zobrazowa¢ linie pr¡du (rys. 5.2).-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= StreamPlotA94 y2, x2 y2 + 5=, 8x, −4, 4<, 8y, −4, 4<E
U»ywaj¡c operatora Manipulate zauwa»ymy jak zmieniaj¡ si¦ w czasie linie pr¡du
(analogicznie mo»emy post¡pi¢ w przypadku pola wektorowego).
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Rysunek 5.1: Ilustracja pola wektorowego u(x, y, t) = (4y2, x2y2 + 5) w czasie t = 1
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= ManipulateAStreamPlotA94 y2 t, x2 y2 + 5=, 8x, −4, 4<, 8y, −4, 4<E,8t, 1, 10<E
Wi¦cej informacji dotycz¡cych wykresów oraz ich formatowania znajduje si¦ w Cz¦±ci
III.

Rozpatrzmy obszar cieczy zawieraj¡c¡ punkt a dla czasu zerowego Ω(0) ∋ a.
Z czasem ten obszar przemieszcza si¦ i zmienia ksztaªt. Niech Ω(t) b¦dzie obszarem
dla czasu t. Zgodnie z opisem Lagrange'a obszar Ω(t) jest jednoznacznie opisany
przez pocz¡tkowy obszar Ω(0) i skªada si¦ z punktów X(t) = X(a, t) ze wszystkimi
a ∈ Ω(0). Rozpatrzmy Jacobian J(a, t) = det∇X(a, t) przeksztaªcenia X(·, t) :
a 7→ X(a, t) wzgl¦dem przestrzennej zmiennej a. Ze standardowego kursu analizy
wiadomo, »e maªe obj¦to±ci zmieniaj¡ si¦ proporcjonalnie ze wspóªczynnikiem J
czyli dV (X) = JdV (a). Niech |V | oznacza obj¦to±¢ obszaru Ω(t). Wówczas

|V | =
∫
Ω(t)

dV (X) =

∫
Ω(0)

JdV (a). (5.10)

Rozwa»my zmian¦ obj¦to±ci w czasie

d|V |
dt

=
d

dt

∫
Ω(0)

JdV (a) =

∫
Ω(0)

DJ

Dt
dV (a). (5.11)

Z drugiej strony na mocy wzoru Ostrogradskiego�Gaussa (1.84)

d|V |
dt

=

∫
∂Ω(t)

u · ndS =

∫
Ω(t)

∇ · u dV (X) =

∫
Ω(0)

∇ · u JdV (a). (5.12)
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Rysunek 5.2: Ilustracja pola wektorowego u(x, y, t) = (4y2, x2y2 + 5) w czasie t = 1.

Porównuj¡c (5.11) i (5.12) otrzymujemy wzór na zmian¦ Jacobianu

DJ

Dt
= J ∇ · u. (5.13)

Wzór (5.13) wyra»a lokaln¡ zmian¦ obj¦to±ci cieczy, czyli zmian¦ g¦sto±ci, która jest
proporcjonalna do dywergencji pr¦dko±ci. St¡d wida¢, »e ∇ · u = 0 wtedy i tylko
wtedy gdy, Jacobian nie zmienia si¦ w czasie. St¡d tak»e wida¢ geometryczny sens
równo±ci ∇ · u = 0, która jest speªniona gdy, ciecz lokalnie nie zmienia obj¦to±ci,
czyli jest nie±ci±liwa.

5.2 Tensor odksztaªce« i wektor wirowo±ci

Wektor wirowo±ci ω okre±la si¦ jako

∇× u. (5.14)

Inne oznaczenia wirowo±ci to s¡ rot u oraz curl u. W Mathematica operator wiro-
wo±ci ma posta¢ Curl. We wspóªrz¦dnych kartezja«skich wektor wirowo±ci mo»na
zapisa¢ nast¦puj¡co

ω = (ω1, ω2, ω3) =

(
∂w

∂x2
− ∂v

∂x3
,
∂u

∂x3
− ∂w

∂x1
,
∂v

∂x1
− ∂u

∂x2

)
. (5.15)

Wyka»emy, »e lokalnie pr¦dko±¢ u skªada si¦ ze sztywnego przemieszczenia, od-
ksztaªcenia i wirowo±ci. Niech y = x + h ∈ D, gdzie punkt x jest ustalony, h jest
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wystarczaj¡co maªym wektorem. Wtedy zgodnie ze wzorem Taylora dla wektor�
funkcji u = u(y) w pewnym otoczeniu punktu x mamy

u(y) = u(x) +∇u · h+O(||h||2), gdy h → 0. (5.16)

Tutaj ∇u jest macierz¡ Jacobiego

∇u =


∂u
∂x1

∂u
∂x2

∂u
∂x3

∂v
∂x1

∂v
∂x2

∂v
∂x3

∂w
∂x1

∂w
∂x2

∂w
∂x3

 . (5.17)

Wprowad¹my tensory (macierze)

D :=
1

2
(∇u+ (∇u)T ), (5.18)

S :=
1

2
(∇u− (∇u)T ), (5.19)

gdzie (∇u)T oznacza macierz transponowan¡ do macierzy ∇u. Wówczas otrzymu-
jemy dekompozycj¦ macierzy Jacobiego na macierz symetryczn¡ i antysymetryczn¡

∇u = D+ S. (5.20)

Symetryczny tensor (macierz) D nazywa si¦ tensorem odksztaªce« . Antysyme-
tryczna macierz S na przek¡tnej ma same zera. Obliczmy na przykªad element
S12 tej macierzy, zgodnie z de�nicj¡ (5.19)

S12 =
∂v

∂x1
− ∂u

∂x2
= −ω3. (5.21)

Porównuj¡c z (5.15) zauwa»amy, »e S12 = −1
2
ω3. Obliczaj¡c pozostaªe elementy

wnioskujemy, »e macierz S ma posta¢

S =
1

2


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 . (5.22)

Porównajmy wektory S · h i 1
2
ω × h. Mo»na to ªatwo zrobi¢ korzystaj¡c z Mathe-

matica:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= S = 1

2
880, −ω3, ω2<, 8ω3, 0, −ω1<, 8−ω2, ω1, 0<<;

In[2]:= Ω = 8ω1, ω2, ω3<;
In[3]:= H = 8h1, h2, h3<;
In[4]:= S.H � 1

2
Ω�H êê Simplify

Out[4]= True
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Ostatni wiersz oznacza, »e jest speªniona równo±¢ S ·h = 1
2
ω×h. Z uwzgl¦dnie-

niem tej równo±ci i (5.20) zapiszemy (5.16) nast¦puj¡co

u(y) = u(x) +D(x) · h+
1

2
ω(x)× h+O(||h||2), gdy h → 0. (5.23)

Rozpatrzmy maª¡ cz¡stk¦ cieczy Dh o wymiarach 2||h|| o ±rodku w punkcie x. Na
przykªad, kul¦ o promieniu dªugo±ci ||h|| o ±rodku w x. Wzór (5.23) pokazuje, »e
pr¦dko±¢ cieczy w Dh skªada si¦ ze sztywnego przemieszczenia o wektor u(x), od-
ksztaªceniaD(x)·h i obrotu 1

2
ω(x)×h (patrz rozdziaª 1.3). Dla opisu przeksztaªcenia

cz¡stki Dh w czasie trzeba rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych dy
dt

= u(y), który
mo»na zapisa¢ pomijaj¡c wyrazy rz¦du O(||h||2) w postaci

dh

dt
= D(x) · h+

1

2
ω(x)× h. (5.24)

Przypomnijmy, »e tutaj punkt x jest ustalony i y = x+ h.
Dla wyja±nienia jak dziaªa czyste odksztaªcenie zbadajmy przypadek

dh

dt
= D(x) · h. (5.25)

Z teorii macierzy wynika, »e dowolny symetryczny tensor w pewnym ukªadzie wspóª-
rz¦dnych (e1, e2, e3) ma posta¢ macierzy diagonalnej

D =

 d1 0 0
0 d2 0
0 0 d3

 ,

gdzie di s¡ warto±ciami wªasnymi macierzyD. Niech wektor h w tych wspóªrz¦dnych
przeksztaªca si¦ na wektor f = (f1, f2, f3). Wówczas ukªad (5.25) rozpada si¦ na trzy
niezale»ne równania ró»niczkowe

dfi
dt

= difi, i = 1, 2, 3. (5.26)

Równania (5.26) maj¡ rozwi¡zania

fi(t) = editfi(0), i = 1, 2, 3. (5.27)

Wzór (5.27) pokazuje, »e czyste odksztaªcenie rozci¡ga albo zmniejsza edit razy
cz¡stk¦ Dh w kierunku osi ei. Zauwa»my, »e wspóªczynnik przeksztaªcenia zale»y od
czasu t. Zbadajmy, jak przy tym zmienia si¦ obj¦to±¢ cz¡stki. Obj¦to±¢ cz¡stki jest
proporcjonalna do liniowych wymiarów, wi¦c proporcjonalna do f1f2f3. Wówczas
zmiana obj¦to±ci w czasie jest proporcjonalna do pochodnej

d

dt
(f1f2f3) =

df1
dt

(f2f3) +
df2
dt

(f1f3) +
df3
dt

(f1f2).

Z równa« (5.26) wynika,»e

d

dt
(f1f2f3) = trDf1f2f3, (5.28)
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gdzie ±lad macierzy trD = f1 + f2 + f3 nie zmienia si¦ przy zmianie wspóªrz¦dnych.
Obliczmy niezmiennik tensora trD w wyj±ciowych wspóªrz¦dnych

trD =
1

2
tr(∇u+ (∇u)T ) = ∇ · u = 0.

St¡d na podstawie (5.28) wnioskujemy, »e odksztaªcenie nie zmienia obj¦to±ci roz-
wa»anej cz¡stki Dh. Wobec tego, je±li cz¡stka rozszerza si¦ w pewnym kierunku,
to w innym kierunku musi si¦ ona zmniejsza¢. Wtedy czyste odksztaªcenie opisuje
punkty stagnacji cieczy, gdzie pewne linie pr¡du wchodz¡, a inne wychodz¡ z punktu
stagnacji (rys. 5.3).

A

Rysunek 5.3: Ciecz opªywajaca ciaªo. Punkt A jest przykªadem punktu stagnacji.

Ponadto w punkcie stagnacji pr¦dko±¢ zanika. Czyli punkt cieczy poruszaj¡cy
si¦ wzdªu» linii pr¡du wchodz¡cej do punktu stagnacji zmniejsza pr¦dko±¢ do zera
przy zbli»eniu si¦ do punktu stagnacji. W szczególno±ci wynika z tego, »e ten punkt
cieczy osi¡ga punkt stagnacji po niesko«czenie dªugim czasie.

Jest to sprzeczne z rzeczywisto±ci¡. Ten matematyczny wynik przypomina pa-
radoks Zenona o ruchu, ale jest bardziej skomplikowany, poniewa» w paradoksie
Zenona pr¦dko±¢ punktu jest staªa. W naszym przypadku pr¦dko±¢ d¡»y do zera.
Aby rozwi¡za¢ ten paradoks, zgodnie z ogóln¡ teori¡ modelu matematycznego wra-
camy do punktu vii) etapów tworzenia modeli (patrz Cz¦±¢ I). Rozpatrzmy przykªad
przedstawiony na rysunku 5.4 z pr¦dko±ci¡ mierzon¡ w milimetry na sekund¦, wtedy
f(0sek) = 1mm. Wówczas mamy f(15sek) = 0.3 · 10−6mm = 3angstrema, jest to
rz¡d wielko±ci molekuªy. Oczywi±cie ogólne przepuszczenie mechaniki o±rodków ci¡-
gªych traci moc, tzn. zasada przej±cia ci¡gªe ↔ dyskretne nie dziaªa w otoczeniu
punktu stagnacji. Nie oznacza to, »e mamy caªkiem odrzuci¢ model ci¡gªego prze-
pªywu cieczy. Po prostu uwa»amy, »e model ten daje przybli»one warto±ci pr¦dko±ci
bliskie zeru w bardzo maªym otoczeniu punktu stagnacji.
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Rysunek 5.4: Ruch cieczy w otoczeniu punktu stagnacji A. Funkcja f = f(t) pokazuje
odlegªo±¢ cz¡stki do A. Teoretycznie po sko«czonym czasie cz¡stka nie osi¡gnie punktu A.

5.3 Równania mechaniki cieczy

5.3.1 Ciecz idealna

Zasada zachowania masy

Niech D′ b¦dzie dowolnym podobszarem z gªadkim brzegiem obszaru D = D(t).
Masa cieczy w D′ mo»e by¢ obliczona jako caªka potrójna po g¦sto±ci

m(D′, t) =

∫
D′
ρ(x, t)dx. (5.29)

Ten wzór wynika z zastosowania zasady przej±cia: ci¡gªe → dyskretne, poniewa»
masa jednorodnego elementu równa jest iloczynowi g¦sto±ci przez obj¦to±¢: mi =
ρi∆xi. Niech n b¦dzie zewn¦trznym jednostkowym wektorem normalnym do po-
wierzchni ∂D′.

Zasada zachowania masy wyra»a si¦ wzorem caªkowym∫
D′

∂ρ

∂t
(x, t)dx = −

∫
∂D′

ρu · nds. (5.30)

Po lewej stronie wyst¦puje potrójna caªka. Pod znakiem tej caªki znajduje si¦ pr¦d-
ko±¢ zmiany g¦sto±ci w obszarze D′. W postaci dyskretnej po prawej stronie wyst¦-
puje suma wielko±ci ∆ρi

∆t
∆xi =

∆mi

∆t
. Wobec tego wielko±¢ po prawej stronie (5.30)

jest zmian¡ masy w obj¦to±ci D′ w jednostce czasu. Po prawej stronie wyst¦puje
caªka powierzchniowa wzdªu» brzegu ∂D′. W postaci dyskretnej po lewej stronie
mamy sum¦ wielko±ci ρjun|∆sj|, gdzie un = ∆hi

∆t
jest normaln¡ skªadow¡ pr¦dko±ci

do elementu powierzchni ∆sj przedstawion¡ jako droga ∆hi w jednostce czasu.
Wielko±¢ ∆Vj = ∆hj|∆sj| jest obj¦to±ci¡. Wobec tego ρj

∆Vj
∆t

jest mas¡ cieczy
przechodz¡cej przez element powierzchni w jednostce czasu. Zatem caªka po prawej
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Rysunek 5.5: Wektor normalny do powierzchni ∂D′

stronie (5.30) jest mas¡ cieczy przechodz¡cej przez caª¡ powierzchni¦ ∂D′ w jedno-
stce czasu. Jak wynika z powy»szego opisu wzór (5.30) wyra»a bilans masy obszaru
D′ w czasie. Znak minus powstaª wskutek skierowania wektora n na zewn¡trz po-
wierzchni ∂D′.

Korzystaj¡c ze wzoru Ostrogradskiego�Gaussa (1.84) zapiszemy caªk¦ powierzch-
niow¡ wyst¦puj¡c¡ po prawej stronie równania (5.30) jako caªk¦ potrójn¡. Wtedy
otrzymamy twierdzenie o rozbie»no±ci w postaci caªkowej∫

D′

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu)

]
dx = 0. (5.31)

Wzór (5.31) byª wyprowadzony dla dowolnego podobszaru D′. Z kursu analizy
matematycznej wynika, »e równo±¢ (5.31) jest mo»liwa dla wszystkich D′ ⊂ D, je±li
tylko

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (5.32)

wsz¦dzie w obszarzeD. Równo±¢ (5.32) jest tez¡ twierdzenia o rozbie»no±ci w postaci

ró»niczkowej, nazywana jest te» równaniem ci¡gªo±ci.

Ci±nienie hydrostatyczne

Ci±nienie w cieczy idealnej jest skalarn¡ funkcj¡ p = p(x, t), okre±lon¡ z dokªadno-
±ci¡ do addytywnej staªej. Je±li ciecz znajduje si¦ w spoczynku i nie dziaªaj¡ na ni¡
»adne siªy zewn¦trzne, to ci±nienie jest staª¡ p0. Zwykle za t¡ staª¡ przyjmuje si¦
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Rysunek 5.6: Wysoko±¢ ∆hi prostopadªa do elementu powierzchni ∆sj

ci±nienie atmosferyczne, którego ±rednia warto±¢ na Ziemi na poziomie morza wy-
nosi 1013hPa. Je±li wzi¡¢ pod uwag¦ siª¦ ci¦»ko±ci, to ci±nienie ma posta¢ ci±nienia
hydrostatycznego p(x, t) = p0 + ρgx3, gdzie o± x3 jest skierowana w dóª w kierunku
dziaªania siªy ci¦»ko±ci. Je»eli funkcja ci±nienia p = p(x, t) dziaªaj¡cego na S jest
staª¡, to siªa F dziaªaj¡ca na element pªaskiej ±cianki S jest równa

F = −p |S|, (5.33)

gdzie |S| jest polem powierzchni S.
W hydrostatyce sªuszne jest prawo Pascala (1653), obrazowo przedstawione na

rysunku 5.7.
Prawo Pascala jest wykorzystywane w hamulcach samochodowych, gdy sªaby

nacisk na pedaª (siª¡ F1) powoduje dziaªanie wi¦kszej siªy (F2 = F1
|S2|
|S1|) na klocki

hamulcowe. Tutaj |S1| oznacza pole nacisku ze strony kierowcy, |S2| - pole klocków
hamulcowych.

Zasada zachowania p¦du

Ci±nienie p = p(x, t) w cieczy ruchomej jest skomplikowan¡ funkcj¡ zwi¡zan¡ z po-
lem wektorowym pr¦dko±ci u. Rozpatrzmy obszar D′ z gªadkim brzegiem ∂D′.
Dyskretny wzór na siª¦ (5.33) na podstawie zasady przej±cia: ci¡gªe → dyskretne →
ci¡gªe zmienia si¦ na wzór z caªk¡ powierzchniow¡

F = −
∫
S

p(x, t)n ds, (5.34)
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Rysunek 5.7: Schemat zastosowania prawa Pascala do hamulców samochodowych

gdzie F jest zewn¦trzn¡ siª¡ dziaªaj¡c¡ na cz¡stk¦. We wzorze (5.34) uwzgl¦dniono,
»e siªa jest skierowana w kierunku prostopadªym do powierzchni czyli w kierunku
wektora normalnego −n.

Niech g = g(x, t) oznacza siª¦ dziaªaj¡c¡ na ciecz, na przykªad siª¦ ci¦»ko±ci.
Wówczas caªkowita zewn¦trzna siªa ma posta¢ caªki potrójnej (g¦sto±¢ × siªa ×
obj¦to±¢)

G =

∫
D′
ρg dx. (5.35)

Caªkowita siªa dziaªaj¡ca na D′ wyra»a si¦ wzorem

G+ F =

∫
D′
[−∇p+ ρg] dx. (5.36)

W analizie matematycznej dowodzi si¦ twierdzenia o warto±ci ±redniej (patrz tak»e
Cz¦±¢ I), z którego wynika, »e caªka potrójna jest równa iloczynowi funkcji pod-
caªkowej w pewnym punkcie D′ przez obj¦to±¢ D′. Przy d¡»eniu D′ do ustalonego
punktu x otrzymujemy, »e zewn¦trzna siªa dziaªaj¡ca na maªy element D′ jest równa
[−∇p + ρg]|D′|. Z drugiego prawa Newtona wynika, »e siªa ta jest równa ρ|D′|a,
gdzie a = Du

Dt
jest przy±pieszeniem cz¡stki D′. Bilans siª prowadzi do zasady zacho-

wania p¦du w postaci ró»niczkowej

Du

Dt
= −∇p+ ρg. (5.37)

Wykorzystuj¡c wzór (5.3) otrzymujemy

ρ
∂u

∂t
= −ρ(u · ∇)u−∇p+ ρg. (5.38)
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Ma miejsce zasada zachowania p¦du w postaci caªkowej, wyprowadzenie której
mo»na znale¹¢ w ksi¡»ce [8, str.7]

d

dt

∫
D′
ρu dx = −

∫
∂D′

[pn+ ρu(u · n)] ds+
∫
D′
ρg dx. (5.39)

Wielko±ci w równo±ci (5.39) maj¡ wymiar iloczynu masy przez siª¦ czyli wymiar
p¦du.

Zasada zachowania energii

Energia cieczy jest sum¡ energii kinetycznej Ekinet i energii wewn¦trznej Ewew. Ener-
gia Ewew zale»y od temperatury. Dla izotermicznych procesów rozpatrywanych w ni-
niejszym rozdziale, gdy temperatura jest staªa, Ewew te» jest staªa. Rozpatrzmy

Ekinet =
1

2

∫
D′
ρ||u||2 dx, (5.40)

gdzie ||u||2 = u2 + v2 + w2. Ten wzór powstaje z zastosowania zasady przej±cia:
ci¡gªe → dyskretne do dyskretnego wzoru E = 1

2
mu2. Zmiana kinetycznej energii

w czasie mo»e by¢ obliczona ze wzoru [8, str.12]

d

dt
Ekinet =

∫
D′
ρ

[
u · ∂u

∂t
+ u · (u · ∇)u

]
dx. (5.41)

5.4 Zagadnienia teorii cieczy

5.4.1 Ciecz idealna

Rozpatrzmy przypadek cieczy nie±ci±liwej, gdy g¦sto±¢ ρ jest staªa. Wtedy równanie
(5.38) mo»na napisa¢ w postaci

∂u

∂t
= −(u · ∇)u−∇p̃+ g, (5.42)

gdzie p̃ = p
ρ
. Je±li siªa g jest potencjalna, to istnieje taka funkcja skalarna φ,

»e g = ∇φ. Na przykªad siªa grawitacyjna jest potencjalna. W tym przypadku
wprowad¹my funkcj¦ q = p− φ i napiszmy równanie (5.42) nast¦puj¡co

∂u

∂t
= −(u · ∇)u−∇q. (5.43)

Do takiej postaci mo»na w szczególnych przypadkach sprowadzi¢ równanie (5.38)
dla dowolnej g¦sto±ci. W tych przypadkach ruch cieczy nazywa si¦ izentropowym.

Wracamy do przypadku staªej g¦sto±ci. Wówczas równanie (5.32) sprowadza si¦
do równania

∇ · u = 0. (5.44)
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Równania (5.43)�(5.44) nazywaj¡ si¦ równaniami Eulera i opisuj¡ ciecz idealn¡.
Równania Eulera (5.43)�(5.44) mo»na zapisa¢ w postaci 4 skalarnych równa« ró»-
niczkowych pierwszego rz¦du wzgl¦dem 4 skalarnych funkcji u, v, w i q

∂u

∂t
= −u ∂u

∂x1
+ v

∂u

∂x2
+ w

∂u

∂x3
− ∂q

∂x1
,

∂v

∂t
= u

∂v

∂x1
+ v

∂v

∂x2
+ w

∂v

∂x3
− ∂q

∂x2
,

∂w

∂t
= −u ∂w

∂x1
+ v

∂w

∂x2
+ w

∂w

∂x3
− ∂q

∂x3
,

∂u

∂x1
+

∂v

∂x2
+
∂w

∂x3
= 0.

(5.45)

Równania (5.43)�(5.44) lub (5.45) s¡ speªnione w obszarze D. Na brzegu ∂D ma
by¢ speªniony warunek brzegowy

u · n = 0, (5.46)

gdzie n jest zewn¦trznym wektorem normalnym do powierzchni ∂D. Warunek (5.46)
oznacza, »e ciecz przesuwa si¦ wzdªu» powierzchni ∂D i nie przechodzi przez ni¡.
Je±li ±cianka ∂D rusza si¦ z pr¦dko±ci¡ V, to warunek brzegowy dla cieczy idealnej
ma posta¢

u · n = V · n. (5.47)

Dla peªno±ci zagadnienia nale»y doda¢ warunek pocz¡tkowy

u(x, 0) = h(x), x ∈ D, (5.48)

gdzie znana wektor�funkcja h jest na przykªad ci¡gªa w domkni¦ciu obszaru D.
Poj¦cie cieczy potencjalnej byªo omówione w rozdziale 3. Aby porówna¢ równa-

nia ruchu potencjalnego cieczy idealnej

∇× u = 0, (5.49)

∇ · u = 0 (5.50)

z równaniami przepªywu cieczy idealnej (5.43)�(5.44) (niekoniecznie przepªyw po-
winien by¢ potencjalny) napiszemy równanie (5.42) w postaci

∂u

∂t
= −u× (∇× u)−∇

(
q +

1

2
|u|2
)
. (5.51)

Zostaª tutaj wykorzystany wzór (1.74).
Zastosujemy do równania (5.51) operator wirowania (∇×). Z uwzgl¦dnieniem

wzoru (1.71) otrzymujemy równanie na wirowo±¢ ω = ∇× u

∂ω

∂t
= ∇× (u× ω). (5.52)
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Równanie (5.52) jest speªniony w szczególnym przypadku, gdy

ω = ∇× u = 0 (5.53)

czyli ruch cieczy jest potencjalny. Wobec tego ruch cieczy idealnej mo»e by¢ po-
tencjalnym (bezwirowym) czyli opisanym przez równania (5.49)�(5.50) i opisanym
przez bardziej ogólne równania (5.43)�(5.44).

5 Twierdzenie (Kelvina)
Niech prosta zamkni¦ta krzywa Γ0 rusza si¦ zgodnie z ruchem cieczy i w czasie t
zajmuje poªo»enie prostej zamkni¦tej krzywej Γt. Dla cieczy izentropowej cyrkulacja
pr¦dko±ci wzdªu» krzywej zamkni¦tej nie zmienia si¦ w czasie∫

Γt

u · ds = staªa. (5.54)

Dowód tego twierdzenia mo»na znale¹¢ w ksi¡»ce [8, str.21]
Ze wzoru Stokesa wynika, »e∫

Γt

u · ds =
∫
St

(∇× u) · dS = staªa, (5.55)

gdzie powierzchnia St jest ograniczona krzyw¡ Γt. Z twierdzenia caªkowego o war-
to±ci ±redniej otrzymujemy∫

St

(∇× u) · dS = |S|(∇× u)(x0) = staªa (5.56)

dla pewnego punktu x0 na St; gdzie |S| jest polem powierzchni S. Wzór (5.56)
oznacza, »e wirowo±¢ ∇× u przemieszcza si¦ wraz z poruszaj¡c¡ si¦ ciecz¡.

W przypadku ruchu potencjalnego mamy zerow¡ cyrkulacj¦∫
Γt

u · ds =
∫
St

(∇× u) · dS = 0, (5.57)

sk¡d wynika, »e w cieczy potencjalnej nie ma wirów, tzn. zamkni¦tych linii pr¡du.
Konsekwentnie stosuj¡c formalny tok my±lenia mo»na byªoby doj±¢ do pewnych
wniosków, które jednak nie maj¡ charakteru ogólnego. Zwi¡zane to jest z mo»li-
wo±ci¡ �odrywania si¦ strug� (rys. 5.8), gdy jedna warstwa cieczy przesuwa si¦ po
drugiej (patrz szczegóªy w ksi¡»ce [17]).
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A

A'

Rysunek 5.8: Ciecz opªywajaca kul¦. W pewnych otoczeniach punktów A i A′ warstwy
graniczne (przylegaj¡ce do ciaªa) cieczy �odrywaj¡� si¦ od kuli. Wewn¡trz tych warstw

nast¦puje odwrócenie ruchu, w wyniku czego tworz¡ si¦ wiry.

Zaªo»enia cieczy idealnej nie zawsze si¦ sprawdzaj¡. Poka»emy to na przykªadzie.

13 Przykªad
Rozpatrzmy jednowymiarowy ruch cieczy w prostym kanale (rys. 5.9)

0 L x

y

p1 p2

Rysunek 5.9: Ilustracja jednowymiarowego ruchu cieczy w prostym kanale

Niech cie±ninie ma staªe warto±ci p1 i p2 na powierzchniach x = 0 i x = L
prostopadªych do ±cianek:

q(0, t) =
p1
ρ
, q(L, t) =

p2
ρ
. (5.58)

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, »e p1 > p2. Jednowymiarowe równania Eulera
(5.45) maj¡ posta¢

∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− ∂p

∂x
,

∂u

∂x
= 0, (5.59)
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sk¡d wynika, »e u zale»y tylko od t oraz

du

dt
= −∂q

∂x
.

Wówczas p jest liniow¡ funkcj¡ zmiennej x

q(x, t) = A(t)x+B(t).

Z warunków na ci±nienie (5.58) mamy

ρq = p = p1 −
p1 − p2
L

x. (5.60)

Wówczas pr¦dko±¢ jest okre±lona jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do dowolnej staªej
addytywnej C

u =
p1 − p2
ρL

t+ C.

Z ostatniego wzoru wynika, »e pr¦dko±¢ nieograniczone wzrasta wraz z czasem, co
nie odpowiada rzeczywisto±ci.

5.4.2 Ciecz lepka

Jedno z podstawowych równa« cieczy idealnej (5.38) byªo wyprowadzone na podsta-
wie bilansu siª, zapisanego w postaci (5.33) albo (5.34). Z ostatnich wzorów wynika,
»e wewn¦trzne siªy wyst¦puj¡ce w cieczy idealnej zale»¡ wyª¡cznie od ci±nienia p i
nie uwzgl¦dniaj¡ wewn¦trznego tarcia. Rozpatrzmy na pocz¡tek jednowymiarowy
przepªyw cieczy z tarciem, jak pokazano na rysunku 5.10.

v1

v2

A

B

S

A

B
S

Rysunek 5.10: Fragmenty cieczy zawieraj¡ce cz¡stki, które poruszaj¡ si¦ z ró»nymi pr¦d-

ko±ciami. Cz¡stki A z wi¦ksz¡ pr¦dko±ci¡ przenikaj¡ poprzez granic¦ S mi¦dzy warstwami,

przekazuj¡c moment p¦du cz¡stkom B i powoduj¡c tym samym zwi¦kszenie ich pr¦dko±ci.

Analogicznie cz¡stki B o mniejszej pr¦dko±ci zmniejszaj¡ pr¦dko±¢ cz¡stek A.
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Jak wynika z do±wiadcze«, siªa tarcia ftar na jednostk¦ pola wyra»a si¦ wzorem

ftar = µ
∆u

∆x2
, (5.61)

gdzie ∆u = u1 − u2 jest ró»nic¡ pr¦dko±ci w punktach O1 i O2, odlegªych o ∆x2;
µ - to wspóªczynnik proporcjonalno±ci, który zale»y wyª¡cznie od konkretnej cie-
czy i nazywa si¦ dynamiczn¡ lepko±ci¡. Wówczas caªkowita siªa f dziaªaj¡ca na
jednostk¦ pola jest równa

f = −p+ µ
∆u

∆x2
. (5.62)

W ogólnym przypadku trójwymiarowym prawo (5.62) przyjmuje posta¢

f = −pn+ σ′ · n, (5.63)

gdzie tensor

σ = −pI+ σ′ = D =


σ11 − p σ12 σ13

σ21 σ22 − p σ23

σ31 σ32 σ33 − p

 ,

nazywa si¦ tensorem napr¦»e«. Tensor σ′ jest tensorem symetrycznym (σ′
ij = σ′

ji)
liniowo zwi¡zanym z tensorem odksztaªce«

σ′ = 2µD. (5.64)

Nie wszystkie ciecze podlegaj¡ prawu (5.64). Zale»no±¢ pomi¦dzy tensorem napr¦-
»e« σ i tensorem odksztaªce« D mo»e by¢ bardziej skomplikowana, na przykªad
mo»e wyra»a¢ si¦ zale»no±ci¡ nieliniow¡. W niniejszym podr¦czniku rozpatrujemy
tylko ciecze, dla których prawo (5.64) ma miejsce. Takie ciecze nazywane s¡ cie-

czami newtonowskimi. Stosunek dynamicznej lepko±ci do g¦sto±ci ν = µ/ρ nazywa
si¦ lepko±ci¡ kinetyczn¡. Lepko±¢ kinetyczna wody wynosi 0.01cm2/sek, powietrza
0.15cm2/sek, spirytusu 0.02cm2/sek, gliceryny 6.8cm2/sek, rt¦ci 0.0012cm2/sek.

14 Przykªad
Rozpatrzmy jednokierunkowy ruch cieczy, gdy wektor pr¦dko±ci ma tylko pierwsz¡
niezerow¡ wspóªrz¦dn¡ i ma posta¢ u = (u(x2), 0, 0). Wówczas

∇u =

 0 du
dx2

0

0 0 0
0 0 0


oraz

D =
1

2

 0 du
dx2

0
du
dx2

0 0

0 0 0

 .
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Wtedy równo±¢ (5.64) jest równowa»na

σ12 = σ21 = µ
du

dx2
. (5.65)

Wzór (5.65) wyra»a liniow¡ zale»no±¢ stycznych napr¦»e« σ12 od zmiany pr¦dko-
±ci du

dx2
wzgl¦dem przestrzennej wspóªrz¦dnej x2.

Analogicznie jak równanie (5.43), dla cieczy lepkiej uzyskujemy

∂u

∂t
= −(u · ∇)u+ µ∇2u−∇q. (5.66)

Wraz z równaniem ci¡gªo±ci
∇ · u = 0 (5.67)

tworz¡ one równania Naviera�Stokesa.
Równania (5.66)�(5.67) s¡ speªnione w obszarze D. Na brzegu ∂D ma by¢ speª-

niony warunek brzegowy
u = 0. (5.68)

Oznacza to, »e lepka ciecz przylepia si¦ do ±cianki. Je±li ±cianka jest ruchoma, to
warunek brzegowy przyjmuje posta¢

u = u0, (5.69)

gdzie u0 jest pr¦dko±ci¡ ±cianki.

15 Przykªad
Warto wróci¢ do badania cieczy w prostym kanale jak w Przykªadzie 13, ale rozwa-
»aj¡c ciecz lepk¡ i sprawdzi¢, »e tym razem przykªad b¦dzie �zycznie uzasadniony.
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