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Niniejszy podr¦cznik zostaª przygotowany na potrzeby nowej specjalno±ci Matema-
tyka stosowana kierunku Matematyka Uniwersytetu Pedagogicznego im. Komisji
Edukacji Narodowej w Krakowie w ramach oferty �Zamawianie ksztaªcenia na kie-
runkach technicznych, matematycznych i przyrodniczych - pilota»� - Priorytet IV PO
KL �Szkolnictwo wy»sze i nauka�, Dziaªanie 4.1 �Wzmocnienie i rozwój potencjaªu
dydaktycznego uczelni oraz zwi¦kszenie liczby absolwentów kierunków o kluczowym
znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy�, Poddziaªanie 4.1.2 �Zwi¦kszenie liczby
absolwentów kierunków o kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy�.

Do u»ytku osobistego. Nie podlega sprzeda»y.
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Przedmowa

Matematycy do±¢ ªatwo znajduj¡ prac¦, bowiem studia matematyczne wszechstron-
nie przygotowuj¡ do podj¦cia pracy w ró»nych instytucjach, nie tylko o±wiatowych.
Na politechnice studenci opisuj¡ zjawiska z zakresu nauk �zycznych, chemicznych
i technicznych, wykorzystuj¡c terminy matematyczne. Nauczanie politechniczne
skupia si¦ na zastosowaniu praktycznym wiedzy matematycznej. Dzi± matematyka
zmienia si¦ pod wpªywem informatyki.

In»ynierowie zastanawiaj¡ si¦, czy warto uczy¢ si¦ np. caªek, skoro potra� je obli-
cza¢ komputer. Badanie caªki w ramach przedmiotu Analiza matematyczna czasami
sprowadza si¦ do pytania o jej istnienie. Wykªadowca mo»e po±wi¦ci¢ sporo uwagi
na to �bardzo wa»ne pytanie�, nie zwracaj¡c uwagi, »e dla in»yniera nieistnienie caªki
wzi¦tej po bryle oznacza nieistnienie masy tej bryªy. Mo»na sobie wyobrazi¢, jaki
stosunek ma in»ynier do czªowieka badaj¡cego ciaªa bez masy. W rezultacie tego,
tak nauczony in»ynier ma potem pretensje do matematyka, »e uczy � jaki± dziwnych
caªek powierzchniowych, gdy s¡ potrzebne zwyczajne caªki opisuj¡ce przepªyw cie-
pªa przez powierzchnie�. Dopiero potem okazuje si¦, »e in»ynierowi tak naprawd¦
chodzi o te same caªki powierzchniowe. Teraz mo»na sobie wyobrazi¢, co matematyk
my±li o in»ynierze. Niniejszy podr¦cznik napisany jest te» w tym celu, aby unikn¡¢
takich nieporozumie«.

Mo»emy si¦ zaªo»y¢, »e osoby, trzymaj¡ce w swoich r¦kach ten podr¦cznik, zasta-
nawiaj¡ si¦, czym jest tytuªowa Matematyka przemysªowa. Przypuszczamy te», »e
owe osoby intuicyjnie czuj¡ - i wcale si¦ nie myl¡, »e jest ona swoistym ª¡cznikiem po-
mi¦dzy �czyst¡ matematyk¡� a in»ynieri¡. Sam termin �Matematyka przemysªowa�
(ang.: Industrial Mathematics) jest u»ywany od ponad 25 lat. Przy tworzeniu no-
wych technologii, nowych sztucznych materiaªów i obiektów technicznych powstaj¡
cz¦sto problemy dotycz¡ce teoretycznego opisu nowych obiektów i ich zachowania
w czasie, przy pewnych re»ymach zewn¦trznych. Dla niezb¦dnego badania in»ynier
cz¦sto musi wykona¢ kosztowne i dªugie do±wiadczenia, czasami niebezpieczne. Jed-
nak cz¦sto udaje si¦ zrobi¢ do±wiadczenia tylko w pewnym prostym zakresie. A da-
lej na podstawie uzyskanej wiedzy rozszerzy¢ badania na skomplikowane sytuacje
poprzez matematyczne modelowanie. Czyli matematyczno-komputerowe obliczenia
mo»na wówczas rozpatrywa¢ jako przedªu»enie i rozszerzenie do±wiadcze«, ale ko-
niecznie w ramach pocz¡tkowych �zyczno-matematycznych modeli. Dla ilustracji
podajmy prosty przykªad z zakresu tworzenia nowych materiaªów kompozytowych.
In»ynier (�zyk, chemik) zauwa»yª, »e je»eli do znanego stopu metalu doda¢ now¡
substancj¦, to wytrzymaªo±¢ materiaªu na rozci¡ganie zwi¦kszy si¦. Powstaje pro-
blem opracowania tego zjawiska. Czy dotyczy to tylko rozci¡gania? Czy zacho-
dzi reakcja chemiczna nowego dodatku z istniej¡cymi cz¦±ciami skªadowymi? Jaki
wpªyw ma temperatura? Jaka jest optymalna koncentracja nowego dodatku? Jaka
ma by¢ struktura geometryczna nowego materiaªu? Na wiele pyta« mo»na odpowie-
dzie¢ poprzez »mudne badania do±wiadczalne. Ale sporo odpowiedzi mo»na ªatwo
i szybko uzyska¢ modelowaniem. Niech na przykªad ten nowy materiaª kompozy-
towy ma dziesi¦¢ skªadników dodawanych do osnowy i nas interesuje tylko problem
optymalnej koncentracji ka»dego skªadnika. Nietrudno oszacowa¢, »e dla sprawdze-
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nia chocia»by 3 koncentracji, na przykªad 3%, 5% i 7%, dla dziesi¦ciu skªadników
potrzebne jest badanie 310 = 59049 próbek. Ale istniej¡ wzory matematyczne na
efektywne wªasno±ci materiaªów kompozytowych. Wystarczy tylko podstawi¢ dane
do wzoru, by natychmiast uzyska¢ liczbowy wynik.

Jakie ma by¢ wyksztaªcenie in»yniera, który potra�ªby wykona¢ odpowiednie
matematyczne obliczenia? Czy standardowe podej±cie politechniczne jest wystar-
czaj¡cym? Czasami tak, a czasami nie. Cz¦sto in»ynier jest ±wietnie wyksztaªcony,
ale w ±cisªym kierunku, na przykªad zwi¡zanym z wytrzymaªo±ci¡ materiaªów. Dla
niego byªoby trudnym podj¡¢ si¦ zadania zwi¡zanego z elektrycznymi wªa±ciwo-
±ciami materiaªów. Natomiast dla matematyka to oznacza badania tego samego
równania, ale klasycznie wyksztaªcony matematyk tego nie wie.

Niniejszy podr¦cznik zostaª przygotowany dla specjalno±ci Matematyka stoso-
wana (Matematyka przemysªowa) kierunku Matematyka. W podr¦czniku s¡ przed-
stawione podstawowe zasady matematycznego modelowania i symulacji komputero-
wych z licznymi przykªadami. Standardowe dziaªy analizy matematycznej, równa«
ró»niczkowych zwyczajnych nie s¡ uj¦te w tym podr¦czniku. Teoria pola zostaªa
przedstawiona pod wzgl¦dem zastosowa«. Du»o uwagi zwrócono na mechanik¦ cie-
czy i teori¦ spr¦»ysto±ci, na zastosowanie funkcji zespolonych. Materiaª jest przed-
stawiony w taki sposób, »e mo»na go wykªada¢ dla studentów od drugiego seme-
stru I roku studiów do III roku przy warunku prowadzenia równolegle przedmiotu
Równania ró»niczkowe w pierwszym semestrze II roku. W tym przypadku Analiza
matematyczna na I roku musi obejmowa¢ rachunek caªkowy jednej zmiennej. Nie-
stety równania ró»niczkowe o pochodnych cz¡stkowych s¡ wykªadane na czwartym
roku studiów, co wychodzi poza ramy studiów I stopnia, wi¦c przez autorów zo-
staªa podj¦ta próba przedstawienia na przykªadach tego niezwykle wa»nego dziaªu
matematyki stosowanej.

W celu u»ywania podr¦cznika jest jeszcze jedno istotne wymaganie - mie¢ pod
r¦k¡ komputer, a jeszcze lepiej z programem Mathematica. Kto nie zna tego pro-
gramu powinien opanowa¢ go chocia»by na poziomie podstawowym, bo si¦ opªaca.
Ju» par¦ godzin ¢wicze« pozwoli na wykorzystanie komputerowych symbolicznych
i numerycznych oblicze« oraz gra�k, niezb¦dnych do opanowania matematyki sto-
sowanej. Warto czyta¢ t¦ ksi¡»k¦ równolegle z wykorzystaniem komputera, powta-
rzaj¡c opisane operatory. Koniecznie trzeba próbowa¢ co± zmienia¢ w podanych
operatorach, »eby zrozumie¢, co mo»na uzyska¢ za pomoc¡ Mathematica.

Zdaniem autorów niezwykle cenne jest równolegªe u»ywanie komputera nie tylko
w matematyce stosowanej, ale i w analizie matematycznej, równaniach ró»niczko-
wych, geometrii na standardowych studiach �czystej� matematyki oraz matematyki
nauczycielskiej. W obecnych czasach na studiach wy»szych powinna istnie¢ rów-
nowaga pomi¦dzy matematyk¡ teoretyczn¡ i obliczeniowo-komputerow¡. Zwykle
matematyka na studiach jest przedstawiana w sposób zbyt abstrakcyjny. Rozwa»e-
nia abstrakcyjne s¡ ksztaªc¡ce, ale w dzisiejszym ±wiecie na wszystko brakuje czasu.
Trzeba z matematyki wybra¢ to, co jest bardziej u»yteczne po studiach. Uwa»amy,
»e mechaniczna interpretacja pochodnej jako pr¦dko±ci jest bardziej przydatna ni»
np. aksjomatyczna de�nicja liczby rzeczywistej. Przedstawiony kurs pomo»e tak»e
na wªa±ciwe zastosowania matematyki. Przykªad zastosowania ró»niczki do przybli-
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»onego obliczenia warto±ci funkcji mógªby by¢ podany po raz ostatni co najmniej
15 lat temu. Wªa±nie dlatego u»ywany jest pakiet Mathematica, aby lepiej zro-
zumie¢ matematyczne obliczeniowe trendy, które si¦ zmieni¡ niesamowicie szybko.
W podr¦czniku ze wzgl¦du na jednolito±¢ przedstawienia materiaªu nie ma niektó-
rych wa»nych elementów matematyki stosowanej, opartych na czysto numerycznych
obliczeniach. Dla dobrego przygotowania w zakresie matematyki stosowanej oprócz
przedmiotów standardowych i zagadnie« omówionych w niniejszym podr¦czniku nie-
zb¦dne s¡ kursy Metoda elementów sko«czonych, Wprowadzenie do Matlabu, Staty-
styka stosowana i wprowadzaj¡ce standardowe kursy z materiaªoznawstwa.

Spis literatury zawiera sporo klasycznych i wspóªczesnych ksi¡»ek z matematyki
stosowanej.

Na zako«czenie przedmowy autorzy wyra»aj¡ wdzi¦czno±¢ Romanowi Czapli
za pomoc w przygotowaniu rysunków i kodów, dr Adamowi �omnickiemu za po-
moc w redakcji tekstu oraz Katarzynie Kopa«skiej za artystyczne przygotowanie
okªadki.
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Rozdziaª 1

Zasady matematycznego

modelowania

Pod matematycznym modelowaniem rozumiemy opis matematyczny rozwa»anego
zjawiska lub obiektu. Symulacje komputerowe s¡ naturalnym przedªu»eniem ma-
tematycznego modelowania. Symulacj¦ komputerow¡ mo»na traktowa¢ jako do-
±wiadczenie obliczeniowe za pomoc¡ komputera, które odpowiada do±wiadczeniu
zachodz¡cemu w rzeczywisto±ci. Takie traktowanie jest raczej zwi¡zane z numerycz-
nymi symulacjami. Symboliczne symulacje mo»na rozpatrywa¢ jako przeksztaªcenie
modelu matematycznego za pomoc¡ komputera, poniewa» symboliczne obliczenia
zachowuj¡ parametry modelu w postaci symbolicznej, co odpowiada wielu do±wiad-
czeniom rzeczywistym. Dopiero przy podstawieniu konkretnych liczbowych parame-
trów do zmiennych symbolicznych uzyskujemy liczbowe wyniki jak w rzeczywistym
do±wiadczeniu. Symulacja symboliczna uzupeªnia wi¦c model matematyczny i co
wi¦cej obejmuje do±wiadczenie �zyczne. Przy zastosowaniu matematycznego mo-
delowania zjawisko lub obiekt wyst¦puje w �czystej� postaci, gdy nie ma wpªywu
zakªóce« zewn¦trznych bod¹ców przeszkadzaj¡cych badaniu rzeczywistego procesu.

Symulacje komputerowe s¡ zwykle realizowane w postaci rozwi¡zywania równa«
liczbowych lub ró»niczkowych tak zwyczajnych jak i cz¡stkowych.

1.1 Jak utworzy¢ model matematyczny

1.1.1 Prosty przykªad modelu matematycznego

Rozpatrzmy prosty przykªad opadania przedmiotu z pewnej wysoko±ci h pod wzgl¦-
dem matematycznego modelowania. Jak opisa¢ ruch tego przedmiotu? Pierwsze
pytania, które maj¡ by¢ postawione, to pytania �gdzie� i �kiedy�, tzn. mamy opisa¢
przestrze«, w której zachodzi proces i czas gdy to trwa. W zwi¡zku z tym, »e przed-
miot spada pionowo dla opisu przestrzeni mo»na wprowadzi¢ tylko jedn¡ o± wzdªu»
której on spada. Niech to b¦dzie o± OY pokazana na rysunku 1.1. Na tej osi trzeba
wybra¢ odcinek jednostkowy, który wskazuje na kierunek osi i jednostk¦ dªugo±ci.
Na rysunku 1.1 o± OY jest skierowana w dóª. Jednostki dªugo±ci mog¡ by¢ wybrane
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na przykªad w metrach. W matematycznym modelowaniu cz¦sto warto wybra¢
jednostki bezwymiarowe, w których najªatwiej rozwi¡za¢ zagadnienie, a na samym
ko«cu rozwi¡zanie poda¢ �przeksztaªcaj¡c� bezwymiarowe jednostki w wymiarowe.
W omawianym przykªadzie wybieramy jednostki bezwymiarowe. Z czasem zacho-
wujemy si¦ te» w sposób prosty, zakªadaj¡c, »e przedmiot zaczyna spada¢ gdy t = 0
i dalej czas t jest wielko±ci¡ dodatni¡ bezwymiarow¡.

Rysunek 1.1: Spadek punktu

materialnego

Po odpowiedzi na pytanie �gdzie� i �kiedy�
mamy przeanalizowa¢ okoliczno±ci opadania przed-
miotu, tzn. mamy poda¢ zaªo»enia, przy których
zachodzi opadanie. Je±li przedmiot to kamie«, to
mo»na pomin¡¢ opór powietrza. Natomiast dla
pióra nie mo»emy tego zrobi¢. Ustalmy, »e mamy
do czynienia z kamieniem. Wówczas oprócz po-
mini¦cia oporu powietrza zakªadamy, »e przedmiot
jest punktem materialnym, tzn. punktem y zazna-
czonym na osi OY dla ka»dego t.

Dalej przy podanych zaªo»eniach korzystamy
z prawa �zycznego opadania punktu materialnego,
które gªosi, »e punkt w pró»ni spada ze staªym
przy±pieszeniem g (w jednostkach SI staªa g wy-
nosi w przybli»eniu 9.81 m

sek2
)1.

Dopiero teraz do modelowania wchodzi mate-
matyka, �ci¦»ka armata� formalnego opisu naszego
±wiata. Nas interesuje ruch punktu w czasie, czyli
funkcja y(t), która pokazuj¦ wspóªrz¦dn¡ punktu
materialnego w chwili t. W mechanice funkcj¦ y(t)

nazywamy drog¡. Wtedy pr¦dko±¢ punktu jest pochodn¡ od drogi v(t) = y′(t), przy-
±pieszenie jest drug¡ pochodn¡ a(t) = y′′(t). Teraz prawo �zyczne mo»na zapisa¢
w postaci matematycznej:

�punkt spada z przy±pieszeniem g” ⇔ a(t) = g ⇔ y′′(t) = g (1.1)

Otrzymali±my równanie ró»niczkowe (1.1). Jego ogólne rozwi¡zanie ma posta¢

y(t) =
gt2

2
+ C1t+ C2, (1.2)

gdzie C1 i C2 s¡ dowolnymi staªymi. Rozwi¡zanie (1.2) równania (1.1) powstaªo
w wyniku podwójnego caªkowania równo±ci (1.1), sk¡d w szczególno±ci powstaªy
dowolne staªe C1 i C2. Punkt materialny w rzeczywisto±ci spada w sposób jedno-
znaczny. Jak ustali¢ te staªe? Po pierwsze, prawo �zyczne nie uwzgl¦dnia kiedy i jak
rzucano kamieniem. W naszym przypadku punkt materialny dla t = 0 znajdowaª
si¦ w punkcie y = 0 osi OY , tzn.

y(0) = 0. (1.3)

1Wsz¦dzie uªamki dziesi¦tne piszemy w postaci 9.81 jak przyj¦to na zachodzie Europy zamiast
9, 81 ogólnie przyj¦tego w Polsce. Jest to zwi¡zane z wykorzystaniem pakietu Mathematica, w któ-
rym uªamki dziesi¦tne s¡ wªa±nie takiej postaci.
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Oprócz tego przedmiot mo»na rzuci¢ z dowoln¡ pocz¡tkow¡ pr¦dko±ci¡ v0. Je±li
po prostu puszczamy go z r¦ki, to pocz¡tkowa pr¦dko±¢ jest zerowa. Mo»na tak»e
przedmiot rzuci¢ do góry, albo rzuci¢ w dóª. Wobec tego mamy jeszcze jeden warunek

y′(0) = v0. (1.4)

Warunki (1.3)�(1.4) w teorii równa« ró»niczkowych nazywaj¡ si¦ warunkami pocz¡t-
kowymi. Zagadnienie (1.1), (1.3)�(1.4) z teorii równa« ró»niczkowych zwyczajnych
nazywa si¦ zagadnieniem Cauchy'ego. Jest ono poprawnie postawione i posiada
jedno rozwi¡zanie

y(t) =
gt2

2
+ v0t (1.5)

czyli do ogólnego rozwi¡zania (1.2) trzeba podstawi¢ C1 = v0 i C2 = 0, »eby speªni¢
pocz¡tkowe warunki (1.3)�(1.4). Matematyczne zagadnienie zostaªo rozwi¡zane.
Trzeba jeszcze uwzgl¦dni¢, »e droga opadania wynosi h. Wtedy dla wyznaczenia
czasu T , w którym przedmiot dotknie ziemi, trzeba rozwi¡za¢ równanie kwadratowe
ze wzgl¦du na T

h =
gT 2

2
+ v0T. (1.6)

Z dwóch rozwi¡za«

T1 =
−v0 +

√
2gh+ v20
g

, T2 =
−v0 −

√
2gh+ v20
g

tego równania wybieramy pierwsze, poniewa» drugie rozwi¡zanie zawsze ma znak
ujemny, co przeczy �zycznemu sensowi zagadnienia (T > 0).

1 Uwaga
W czystej matematyce jest przyj¦te okre±lenie pewnych zaªo»e«. Na przykªad, mó-
wi¡c o funkcji, matematycy podaj¡ dziedzin¦ funkcji, kiedy u»ywaj¡ pochodnych
pisz¡ �niech funkcja y(t) b¦dzie ró»niczkowalna w zbiorze X�. Gdy matematyk pisze
a
m
, to na pocz¡tek zakªada, »e m ̸= 0. Jednak w matematyce stosowanej jest oczy-

wiste, »e masa nie mo»e by¢ ujemna. Wobec tego, przyjmujemy dalej, »e pisz¡c a
m
,

domy±lnie uwa»amy, »e m ̸= 0, bo i tak a
m

dla m = 0 nie ma sensu. Na przykªad,
je±li piszemy y′(t), to oczywi±cie rozpatrujemy pochodn¡, o ile ona istnieje. Jest to
wystarczaj¡co zgodne z wymaganiami matematycznymi, bo mo»emy si¦ umówi¢, »e
piszemy tylko to, co ma sens.

1.1.2 Wykorzystywanie komputera

Wy»ej podany przykªad byª rozwi¡zany �r¦cznie� bez pomocy komputera, poniewa»
obliczenia byªy ªatwe. Jest to zgodne z reguª¡:
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Zasada obliczeniowa. Je±li mo»na obliczy¢ �r¦cznie�, tzn. bez pomocy kom-
putera, spróbuj to �r¦cznie�. Je±li nie wychodzi, albo masz w¡tpliwo±ci, zrób to za
pomoc¡ komputera.

Zaªó»my, »e czytelnik ma w¡tpliwo±ci we wzorach (1.5)�(1.6), opartych na teorii
pochodnych, caªek i równa« ró»niczkowych.

Rozwi¡»my wspomniane zagadnienie za pomoc¡ operatora DSolve (patrz Cz¦±¢
III). -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= DSolve @8x '' @t D == g, x@0D � 0, x ' @0D � v0<,

x@t D, t D
Out[1]= ::x@tD → 1

2
Ig t2 + 2 t v0M>>

Posta¢ otrzymanej funkcji mo»na byªoby skopiowa¢ i dalej wklei¢ do de�nicji funkcji
y(t). Jednak ªatwiej usun¡¢ niepotrzebne nawiasy i znaki w Out[1] w nast¦puj¡cy
sposób:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= y@t_D = %P1, 1, 2T
Out[2]=

1

2
Ig t2 + 2 t v0M

Tutaj % oznacza, »e bierzemy ostatni wynik czyli Out[1], trójka 1,1,2 oznacza wspóª-
rz¦dn¡, tzn. 1,1 pozwala w li±cie {{a, b}, {c, d}} wzi¡¢ element a, b bez nawiasów
i dalej 2 oznacza drugi element z a, b, tzn. b. Zamiast a, b mo»e by¢ a → b, gdzie
te» bierzemy drugi element.

Rozwi¡»my równanie (1.6) i wybierzmy odpowiednie rozwi¡zanie.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= Solve@h � y@tD, tD
Out[3]= ::t → −v0 − 2 g h + v02

g
>, :t → −v0 + 2 g h + v02

g
>>

In[4]:= T = %P2, 1, 2T
Out[4]=

−v0 + 2 g h + v02
g

Ustalmy warto±ci parametrów g, h, v0 oraz narysujmy wykres zale»no±ci poªo»enia
punktu od czasu. Na pocz¡tek mo»na to zrobi¢ za pomoc¡ operatora Plot (patrz
Cz¦±¢ III) jako Plot[h-y[t], {t,0,T}]. Ale dla elegancji rozwi¡zania zrobimy to
w bardziej skomplikowany sposób-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= 8g = 9.81, h = 0, v0 = −2<;
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= Show@Plot@h − y@tD, 8t, 0, T<, AxesLabel → 8"t", "zHtL"<,
LabelStyle → 16, PlotRange → 88−0.02, 0.45<, 8−0.03, 0.25<<,
PlotStyle −> Directive@Darker@Gray, 0.1D, ThickD,
AspectRatio → Automatic, TicksStyle → 12D,

Graphics@8Text@Style@"T", FontSize → 15, BoldD, 81.03 T, −0.015<D,
Text@Style@"0", FontSize → 15, BoldD, 80.03 T, −0.015<D,8PointSize@MediumD, Point ê@ 88T, 0<, 80, 0<<<<D,

ImageSize → 450D-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[6]=

T0 0.1 0.2 0.3 0.4
t

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25
zHtL

Zauwa»my, »e dla rysowania wykresu funkcji z(t) = h− y(t) wszystkie parame-
try oprócz t zostaªy liczbowo okre±lone. Jak wida¢, droga komputerowa ma zalety
wizualizacji. Patrz¡c na powy»sze komputerowe rozwi¡zanie mo»na przypu±ci¢, »e
dla rozwi¡zania równa« ró»niczkowych niepotrzebne s¡ kursy z matematyki wy»-
szej. Wystarczy nacisn¡¢ odpowiedni guzik i komputer nam wszystko rozwi¡»e.
Trzeba tylko wiedzie¢, które guziki i w jakiej kolejno±ci naciska¢. Jednak diabeª
tkwi w szczegóªach. Naciskanie guzika w Mathematica jest ±ci±le zwi¡zane z umie-
j¦tno±ciami i wiedz¡ matematyczn¡. Komputer przedªu»a nasz¡ podstawow¡ wiedz¦
z matematyki w dziedzin¦ olbrzymich oblicze«. W pewnym zakresie u»ytkownik
mo»e korzysta¢ z komputera bez wiedzy matematycznej, na przykªad rozwi¡zy-
wa¢ równania ró»niczkowe zwyczajne bez zrozumienia podstaw caªkowania. Ale
mo»e tak si¦ sta¢, »e trzeba b¦dzie rozwi¡za¢ równanie o pochodnych cz¡stkowych
wzgl¦dem funkcji osiowosymetrycznych. Sªabo przygotowany u»ytkownik nie zdoªa
rozwi¡za¢ tego zadania, bo nie zauwa»y mo»liwo±ci sprowadzenia go do równania
ró»niczkowego zwyczajnego. Mo»na poda¢ wiele innych przykªadów, gdy lekcewa»e-
nie wiadomo±ci z matematyki prowadzi do bª¦du. Na przykªad, mo»na liczy¢ sum¦
wolno rozbie»nego szeregu na komputerze, otrzymywa¢ liczbowe wyniki i potem
je interpretowa¢.
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Rozpatrzmy prosty przykªad. Obliczmy 10 kolejnych sum cz¦±ciowych szeregu
∞∑
k=1

1

k
(1.7)

pocz¡wszy od sumy cz¦±ciowej z numerem 1660. Mamy----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= Sn_ := ‚
k=1n 1.

k

In[2]:= Table@Sn, 8n, 1660, 1670<D
Out[2]= 87.99209, 7.99269, 7.99329, 7.99389, 7.9945,

7.9951, 7.9957, 7.9963, 7.9969, 7.9975, 7.99809<
Patrz¡c na te wyniki mo»na bª¦dnie przyj¡¢, »e ten ci¡g jest zbie»ny do 8, cho-
cia» szereg (1.7) znany jako szereg harmoniczny jest rozbie»ny (mo»na tak»e mówi¢
zbie»ny w szerokim sensie do +∞). W zwi¡zku z tym w matematyce stosowanej
dziaªa

Zasada gªupiego komputera. Nie ufaj komputerowi. Je±li nie wiesz, co li-
czysz, nawet gdy komputer sprawnie liczy, to korzystaj z nast¦puj¡cej osªabionej
zasady obliczeniowej. Je±li mo»na zbada¢ poprawno±¢ obliczeniowego zagadnienia
�r¦cznie�, zrób to.

Cz¦sto jest na odwrót. Komputer podaje sªuszn¡ odpowied¹ na pytanie, lecz
u»ytkownik tego nie rozumie i przeklina komputer na podstawie powy»szej zasady.
Jednak ma miejsce

Zasada presumpcji niewinno±ci komputera. Jakie pytanie, taka odpowied¹.

Zasada presumpcji niewinno±ci komputera uzupeªnia wi¦c zasad¦ gªupiego kom-
putera. W sumie komputer formalnie odpowiada na pytania, i komputera nie ob-
chodzi, »e pytanie byªo gªupie. Jego zadanie - tylko odpowiada¢ i nie komentowa¢.
Warto zauwa»y¢, »e Mathematica czasami zachowuje si¦ w inny sposób i na wszelki
wypadek nas uprzedza o pewnych dziaªaniach. Na przykªad, u»ytkownikowi nie
znaj¡cemu teorii szeregów udaremni prób¦ obliczenia sumy szeregu z poprzedniego
przykªadu, podpowiadaj¡c, »e szereg jest rozbie»ny.----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= ‚
k=1∞ 1.

k
;Sum::div : Sum does not converge. à

1.1.3 Tworzenie modelu matematycznego

W rozdziale 1.1.1 na prostym przykªadzie zostaªy pokazane kroki tworzenia modelu
matematycznego. Te etapy tworzenia modelu maj¡ ogólne znaczenie, mog¡ by¢
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przedstawione w sposób nast¦puj¡cy.

Etapy tworzenia modelu matematycznego:

i) wprowadzi¢ zmienne przestrzenne (opis geometrii) i czas;
ii) pomy±le¢ o jednostkach, ewentualnie wprowadzi¢ jednostki w trakcie rozwi¡-

zywania zagadnienia matematycznego;
iii) wprowadzi¢ zaªo»enia, na pocz¡tek jak najprostsze;
iv) sformuªowa¢ prawo (�zyczne, ekonometryczne, biologiczne, empiryczne itp.);
v) utworzy¢ matematyczny opis, na pocz¡tek jak najprostszy;
vi) spróbowa¢ �r¦cznie� rozwi¡za¢ zagadnienie matematyczne; w razie niepo-

wodzenia spróbowa¢ numerycznego rozwi¡zania; je±li s¡ stosowane ró»ne metody,
porówna¢ liczbowe albo gra�czne wyniki rozwi¡za«;

vii) zwery�kowa¢ model; w razie podejrzanych wyników powróci¢ do jednego
z poprzednich etapów;

Podajmy komentarze do etapów. Zawsze na pocz¡tek warto rozwa»a¢ najprost-
sze drogi.

Zasada najprostszego modelu. Na pocz¡tek zrób jak najpro±ciej, nawet je»eli
to prowadzi do niedokªadnych wyników.

Na etapie vi) tworzenia modelu warto jak najwi¦cej wykona¢ �r¦cznej� pracy,
aby upro±ci¢ obliczenia komputerowe. St¡d reguªa zbie»na do zasady obliczeniowej

Zasada oszcz¦dzania komputera. Je»eli mo»na co± zrobi¢ �r¦cznie�, zrób to
(bez komputera).

Na przykªad, zamiast obliczania szeregu S =
∑∞

n=1
1
n2 warto skorzysta¢ z pod-

r¦cznika (na przykªad wbudowanego w Mathematica) i przyj¡¢ S = π2

6
.

W zasadzie oszcz¦dzania komputera niekoniecznie chodzi o wykonaniu r¦cznych
oblicze«. Na przykªad, najlepszy sposób obliczenia caªki, to skorzysta¢ z odpowie-
dzi w podr¦czniku. Najwa»niejsze wiedzie¢, gdzie popatrze¢. Z tego jeszcze raz
wynika korzy±¢ solidnego matematycznego wyksztaªcenia. Wiedzie¢, gdzie patrze¢,
te» trzeba wiedzie¢. W tej sytuacji potrzebna jest inna pami¦¢ i wiedza, ni» cz¦sto
wymagana na studiach.

Na drodze tworzenia modelu, mamy bra¢ pod uwag¦ to, »e model musi by¢
zgodny jako±ciowo i ilo±ciowo z rzeczywistym zjawiskiem. Przeczy to w pewnym
stopniu zasadzie najprostszego modelu. Proponujemy trzyma¢ si¦ jednak tej zasady
i stopniowo d¡»y¢ do zgodno±ci z rzeczywisto±ci¡. Po wery�kacji prostego modelu,
model mo»na wzbogaci¢ dodawaniem zaªo»e«. Na przykªad, je±li (zob. rozdziaª
1.1.1) zamiast ci¦»kiego przedmiotu spada piórko, to warto na pocz¡tek przyj¡¢
zaªo»enie o opadaniu piórka w pró¹ni, tzn. ze staªym przy±pieszeniem g. Mo»na
potem model uzupeªni¢, uwzgl¦dniaj¡c opór powietrza równaniem równowagi siª.
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Metoda rozwa»ania mo»e by¢ nast¦puj¡ca. Bilans siª w pró»ni ma posta¢ równania
podobnego do (1.1):

my′′(t) = mg, (1.8)

w którym po lewej stronie, zgodnie z drugim prawem Newtona, wyst¦puje siªa ze-
wn¦trzna ciaªa ma(t) czyli my′′(t), a po prawej stronie - siªa ci¦»ko±ci mg dziaªaj¡ca
na przedmiot. Poprawiony model dla piórka ma posta¢ równania

my′′(t) = mg − kv(t), (1.9)

w którym uwzgl¦dniono siª¦ oporu powietrza F = −kv(t), hamuj¡c¡ przedmiot
z pewn¡ dodatni¡ staª¡ k. Przyj¦to tutaj zaªo»enie, »e siªa oporu powietrza jest
wprost proporcjonalna do pr¦dko±ci v(t) opadanie przedmiotu. Jest to prawo empi-
ryczne, niekiedy przyjmuj¡ce posta¢ F = −kv2(t), albo jeszcze bardziej skompliko-
wan¡. W zwi¡zku z tym, »e pochodn¡ drogi jest pr¦dko±¢ równanie (1.9) przyjmuje
posta¢

y′′(t) +
k

m
y′(t) = g. (1.10)

Równanie ró»niczkowe (1.10) uzupeªnione warunkami pocz¡tkowymi (1.3)�(1.4) po-
siada jedno rozwi¡zanie.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= DSolve B:y '' @t D � g − k

m
y ' @t D, y@0D � 0, y ' @0D � v0>, y@t D, t F

Out[1]= ::y@tD → �− k tm m g m − � k t
m g m + � k t

m g k t − k v0 + � k t
m k v0

k2
>>-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= %P1, 1, 2T êê Expand

Out[2]= − g m2
k2

+ �− k tm g m2

k2
+ g m t

k
+ m v0

k
− �− k tm m v0

k

Nie zawsze w praktyce potrzebne jest dokªadne rozwi¡zanie. W tym celu rozpa-
trzmy przykªad o stygni¦ciu kawy ze ±wietnej ksi¡»ki [5].

1 Przykªad
Anatol i Wªodek zamówili w barze kaw¦ z mleczkiem. Po podaniu dwóch �li»anek
jednakowo gor¡cej kawy, post¦powali w nast¦puj¡cy sposób. Anatol dodaª natych-
miast do kawy mleczko i przykryª �li»ank¦ chusteczk¡. Wªodek natychmiast przy-
kryª �li»ank¦ chusteczk¡ i dodaª mleczko do kawy dopiero po 10 minutach. Kto piª
bardziej gor¡c¡ kaw¦?

Dla rozwi¡zania tego zadania zgodnie z [5] mo»na utworzy¢ model matematyczny
stygni¦cia kawy oparty na teorii przewodno±ci cieplnej, rozwi¡za¢ postawione zagad-
nienie i obliczy¢ temperatur¦ kawy Anatola i Wªodka po 10 minutach.
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Jednak w tym przypadku interesuje nas tylko pytanie, w której �li»ance kawa
b¦dzie bardziej gor¡ca, nie warto±ci temperatur. Postawione pytanie mo»na sformu-
ªowa¢ w inny sposób - kawa straci mniej ciepªa przez chªodzenie dodawaniem mleczka
w czasie pocz¡tkowym t = 0min albo po upªywie t = 10min? Aby odpowiedzie¢ na
to pytanie jest potrzebne tylko jedno prawo wymiany ciepªa z otoczeniem: wypro-
wadzenie ciepªa jest proporcjonalne do ró»nicy temperatur ciaªa i otoczenia. Wobec
tego bardzie gor¡ca kawa traci wi¦cej ciepªa. Zatem po upªywie 10 minut i dodaniu
mleczka temperatura kawy Wªodka b¦dzie mniejsza od temperatury kawy Anatola.

Podobne pytania powstaj¡ przy innych re»ymach nagrzewania i stygni¦cia, na
przykªad w domach. Dla osi¡gni¦cia okre±lonej temperatury na pewien czas, mniej-
sze straty ciepªa powstaj¡ przy nagrzewaniu ciaªa w ostatniej chwili.

Powy»sze uzasadnienie ma charakter energetyczny. Nie rozwa»ali±my dokªadnego
zagadnienia z wyznaczeniem zmiany temperatury w czasie. Byªy wykorzystane pro-
ste oszacowania zmiany ciepªa czyli energii.

Zasada oszacowania energetycznego. Na pocz¡tek warto oszacowa¢ energi¦
przed rozpocz¦ciem przedsi¦wzi¦cia.

Ta zasada pomaga odpowiedzie¢ na pytania, czy starczy siªy armaty dla prze-
kroczenia siªy grawitacyjnej by osi¡gn¡¢ przestrze« pozaziemsk¡ (odpowied¹ nega-
tywna), czy ksi¦»yc wpªywa na trz¦sienie Ziemi itp..

1.2 Typy modeli

Modele matematyczne mo»na scharakteryzowa¢ wedªug typów:

a) deterministyczny i stochastyczny;
b) dyskretny i ci¡gªy;
c) liniowy i nieliniowy.

a) Przykªad modelu deterministycznego jest podany w rozdziale 1.1.1, zob. na
przykªad równanie (1.10). Przyjmijmy, »e na etapie wery�kacji modelu zauwa»yli-
±my, »e model nie jest dobrze dobrany z powody wiatru, który nie byª uwzgl¦dniony,
a teraz widzimy, »e odgrywa on pewn¡ rol¦. Z drugiej strony nie mamy poj¦cia
jak te przypadkowe porywy wiatru opisa¢. Jak ten wpªyw wiatru chocia» oszaco-
wa¢? Nie mo»emy w peªnej mierze korzysta¢ z (1.10), ale �szkoda� tego równania.
Podejdziemy z innej strony. Wci±niemy na siª¦ caªy wiatr w losow¡ wielko±¢ ξ(t):

my′′(t) = mg − kv(t) + ξ(t). (1.11)

Uwa»aj¡c, »e siªa ξ(t) jest znana, mo»na zbada¢ rozwi¡zania równania ró»niczkowego
(1.11). Wprowadzaj¡c symbol ξ(t) nie unikniemy komplikacji losowego wpªywu. Dla
otrzymania wyników mamy zbada¢ wªasno±ci ξ(t). Uzasadnione s¡ zaªo»enia, »e
warto±¢ ±rednia ξ(t) wynosi zero. Je±li mo»na oszacowa¢ odchylenie ξ2(t) od zera,
to teoria równa« stochastycznych bardzo nam pomo»e.
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b) Rozpatrzmy zagadnienie obliczania masy drutu. Przyjmijmy, »e mamy drut
z jednorodnego materiaªu, ale promie« przekroju tego drutu jest funkcj¡ S = S(x)
okre±lon¡ na przedziale [a, b] (patrz rys. 1.2). Zakªadamy, »e funkcja S jest ci¡gªa
w przedziale domkni¦tym [a, b].

Rysunek 1.2: Wykres funkcji S oraz model drutu. S(x) jest promieniem przekroju drutu

w punkcie x.

Podzielmy drut na maªe kawaªki ∆xi (i = 1, 2, · · · , n). Masa i-tego kawaªka
wynosi ∆mi = ρπS2(ξi)∆xi, gdzie ξi wybieramy dowolnie z przedziaªu (xi, xi+1).
Je±li ten odcinek jest maªy, to mo»na uwa»a¢, »e jego masa ∆mi zostaªa policzona
wystarczaj¡co dokªadnie. Masa caªego drutu wynosi

Mn =
n∑

i=1

∆mi = ρπ
n∑

i=1

S2(ξi)∆xi. (1.12)

Jest to model dyskretny (ziarnisty) dla obliczania masy drutu.

Rysunek 1.3: Podziaª drutu. Mas¦ drutu przybli»amy sum¡ mas walców, przy wystar-

czaj¡co g¦stym podziale.
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Niech δ = maxi ∆xi d¡»y do zera, czyli podziaªy odcinka [a, b] s¡ coraz drob-
niejsze. Wówczas suma (1.12) d¡»y do pewnej wielko±ci M , która jest dokªadnie
policzon¡ mas¡ caªego drutu. W analizie matematycznej suma Mn nazywa si¦ sum¡
Riemanna, granica M caªk¡ oznaczon¡ od funkcji ρπS2(x) w przedziale (a, b):

M =

∫ b

a

ρπS2(x) dx. (1.13)

Jest to model ci¡gªy dla obliczania masy drutu.
Porównanie tych dwóch modeli prowadzi do prostej metody obliczania wielko±ci

niejednorodnych obiektów przez maªe jednorodne.

Zasada przej±cia: ci¡gªe ↔ dyskretne. Podzieli¢ niejednorodny ci¡gªy obiekt
na maªe dyskretne kawaªki, zastosowa¢ prosty �szkolny� wzór do ka»dego kawaªka,
zsumowa¢ po wszystkich kawaªkach i z powrotem przej±¢ do obiektu ci¡gªego przez
granic¦.

Dzieli¢ mo»na na kawaªki w przestrzeni i w czasie. Dzielenie wedªug masy przez
wzór m = ρx, gdzie ρ oznacza g¦sto±¢ liniow¡, równowa»ne jest dzieleniu wedªug
zmiennej przestrzennej x.

Zastosowanie tej zasady matematycznie uzasadnia si¦ teori¡ caªek Riemanna
w tym wielokrotnych, krzywoliniowych i powierzchniowych. U»ywanie ogólnych
zasad continuum w mechanice o±rodków ci¡gªych jest uzasadnione rozbudowanym
rachunkiem ró»niczkowym i caªkowym wraz z teori¡ równa« ró»niczkowych o po-
chodnych cz¡stkowych. Rzeczywisty ±wiat jest dyskretny na molekularnym pozio-
mie. Prawdziwa masa drutu uj¦ta jest wi¦c raczej wzorem (1.12). Jednak sumowanie
po ka»dej molekule nie jest wykonalne. Wychodzi na to, »e czasami caªkowanie jest
ªatwiejsze od dodawania.

c) Model liniowy jest powszechnie u»ywany w praktyce, bowiem jest najprostszy
i cz¦sto dokªadnie opisuje badane zjawisko. De�nicj¦ modelu liniowego najlepiej
poda¢ przez operator (funkcj¦) liniowy.

2 Uwaga
Na przykªadzie wprowadzenia caªki mo»na zrozumie¢ ró»nic¦ w mentalno±ci mate-
matyka �czystego� i �praktyka�. Przyjmijmy, »e ±rednica drutu jest opisana funkcj¡
Dirichleta

D(x) =


1, je±li x jest liczb¡ niewymiern¡,

0, je±li x jest liczb¡ wymiern¡.
(1.14)

Na odcinku osi liczbowej o dowolnie maªej dªugo±ci zawsze s¡ punkty wymierne
i niewymierne. Je»eli w sumie (1.12) wybieramy punkty ξi niewymierne, toD(ξi) = 1
i masa caªego drutu wynosi ρ

∑n
i=1 ∆xi = ρ(b − a). Z drugiej strony, je»eli punkty

ξi wymierne, to D(ξi) = 0. Wówczas masa caªego drutu wynosi zero. Oznacza to,
»e rozpatrywany drut jest na tyle porowaty, »e nawet �nie posiada� masy.
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W niniejszym podr¦czniku jeste±my na pozycji matematyka �praktyka�. Dlatego
nie rozpatrujemy takich dziwnych obiektów bez masy. Natomiast takie przykªady
tworz¡ pole popisu dla �czystego� matematyka 2.

1 De�nicja
Operator L : X → Y nazywa si¦ liniowym, je»eli dla dowolnych x, x1, x2 ∈ X
i dowolnej rzeczywistej (zespolonej) liczby λ zachodzi

i) L(x1 + x2) = L(x1) + L(x2);
ii) L(λx) = λL(x).

2 Przykªad
Funkcja y = ax jest liniowym operatorem R → R.

3 Przykªad (�zyczny)
Prawo Hooke'a gªosi, »e siªa F dziaªaj¡ca na spr¦»ysty materiaª (rozci¡gana gumka)
jest wprost proporcjonalna do wydªu»enia materiaªu ∆x, tzn. F = −k∆x. Staªa k
zale»y od konkretnego materiaªu. Liniowe prawo Hooke'a jest prawdziwe dla maªych
wydªu»e«∆x. Dla du»ych wydªu»e« wyst¦puj¡ odksztaªcenia plastyczne, gdy wspóª-
czynnik k zale»y od ∆x. Wówczas mamy zale»no±¢ nieliniow¡ F = −k(∆x)∆x.

Cybernetyka jest nauk¡ o modelach opartych na czarnej skrzynce, tzn. jest
rozpatrywany obiekt, który przeksztaªca wej±cia x ∈ X w wyj±cia y ∈ Y (rys. 1.4).

Rysunek 1.4: Ilustracja dziaªania czarnej skrzynki. Jest to obiekt, którego dziaªanie ana-

lizujemy w oparciu o elementy wej±cia i wyj±cia, bez informacji dotycz¡cych wewn¦trznych

operacji (np. znajomo±ci algorytmu).

Cybernetyk nie rozwa»a zewn¦trzno±ci obiektu. Jego interesuje tylko reguªa
przeksztaªcenia K : x → y. Dlatego obiekt jest nazywany czarn¡ skrzynk¡. Takie
podej±cie jest cz¦sto u»ywane w teorii sygnaªów. Sygnaª x(t) zale»ny od czasu t
przeksztaªca si¦ w y(t) za pomoc¡ operatora caªkowego

(Kx)(t) := y(t) =

∫ T

0

k(τ, t)x(τ) dτ. (1.15)

Oczywi±cie operator (1.15) liniowy.

2Cz¦sto okazuje si¦ potem, »e czysto abstrakcyjna teoria ma powa»ne zastosowania.
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1.3 Stabilno±¢ modelu

Wa»n¡ cech¡ modelu jest jego stabilno±¢. Rozpatrzmy funkcj¦ (1.5) ci¡gª¡ wzgl¦dem
pocz¡tkowej pr¦dko±ci w przedziale domkni¦tym [0, T ]. Oznacza to, »e dla dowolnego
t ∈ [0, T ] i dla wystarczaj¡co maªych zmian v0 funkcja (1.5) zmienia si¦ bardzo
maªo. Bardziej precyzyjnie wygl¡da to nast¦puj¡co. Niech v1 i v2 b¦d¡ dwiema
warto±ciami pr¦dko±ci pocz¡tkowej takimi, »e |v1 − v2| < ε dla ustalonej dodatniej
liczby ε. Niech y1(t) i y2(t) b¦d¡ funkcjami postaci (1.5) z pr¦dko±ciami v1 i v2,
odpowiednio. Wówczas

max
[0,T ]

|y1(t)− y2(t)| = max
[0,T ]

|v1t− v2t| = T |v1 − v2| < Tε.

St¡d dla wystarczaj¡co maªych ε najwi¦ksza warto±¢ ró»nicy |y1(t) − y2(t)| po t ∈
[0, T ] te» jest maªa, tzn. zagadnienie jest stabilne wzgl¦dem v0.

Z drugiej strony w pewnych zagadnieniach wielko±¢ T mo»e by¢ bardzo du»a,
albo w ogóle nieograniczona. Wtedy maxt∈[0,+∞] |y1(t)−y2(t)| = +∞ dla |v1−v2| <
0.000001. Wówczas zagadnienie nie jest stabilne wzgl¦dem v0.

Podobnie jest z prognozowaniem pogody [6]. Równania przepªywu powietrza
w skali ziemskiej mog¡ by¢ stabilne, tzn. ma miejsce nierówno±¢ typu

max
[0,T ]

|y1(t)− y2(t)| < c(T )ε

dla funkcji y(t) opisuj¡cej przepªyw powietrza. Tutaj staªa c(T ) zale»y od dªugo±ci
czasu prognozowania T . Dla T rz¦du tygodnia c(T ) pozwala na dobre oszacowania
y(t). Natomiast dla wi¦kszych T warto±¢ c(T ) gwaªtownie ro±nie tak, »e c(T )ε te»
ro±nie. Stabilny proces staje si¦ nie do przewidzenia.

Formalnie mo»na byªoby klasy�kowa¢ modele na stabilne i niestabilne. Jednak
�zyk nam na to nie pozwoli powoªuj¡c na zasad¦ stabilno±ci

Zasada stabilno±ci. Model matematyczny musi by¢ stabilny.

Badanie modelu niestabilnego traci sens, o ile w skutku niestabilno±ci przy ma-
ªych zmianach warunków zewn¦trznych lub pocz¡tkowych ró»nica w wynikach do-
±wiadczenia jest du»a. Ale na pocz¡tek tworzenia modelu nie wiadomo, czy ten
model jest stabilny. Mamy wi¦c utworzy¢ model, zbada¢ go, i tylko po uzasadnieniu
niestabilno±ci ze spokojnym sumieniem odrzuci¢. Jak wida¢ z ostatniego przykªadu,
model przy ró»nych zaªo»eniach mo»e by¢ stabilny i niestabilny. Jedno z zagadnie«
modelowania polega na mody�kacji modelu w taki sposób, aby byª on stabilny.

Nie wszyscy uznaj¡ zasad¦ stabilno±ci i badaj¡ niestabilne ukªady [11].

1.4 Jednostki wymiarowe i skalowanie

Wielko±ci modelu matematycznego maj¡ jaki± wymiar. Na przykªad droga ma wy-
miar dªugo±ci L, który mo»e by¢ mierzony w metrach (metr), centymetrach (cm),
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milach itd.. Wymiar L b¦dziemy nazywa¢ abstrakcyjnym, wymiarmetr konkretnym.
L mo»na traktowa¢ jako zmienn¡, która przyjmuje konkretne warto±ci metr, cm
itp., co mo»na zapisywa¢: L = metr. Ka»dy ma prawo wprowadzi¢ wªasny wymiar,
tylko trzeba go uzgodni¢ z powszechnie przyj¦tymi wymiarami jednostek. W �zyce
i technice s¡ przyj¦te w sumie trzy ukªady wymiarów SI, CGS i ukªad angielski.
Oprócz dªugo±ci L wprowad¹my abstrakcyjne wymiary masy M i czasu T . Pr¦d-
ko±¢ ma abstrakcyjny wymiar L

T
, a konkretny, gdy L = metr i T = sek, gdzie sek

oznacza sekund¦. Operator wymiaru wskazuj¡ nawiasy kwadratowe. Na przykªad
[ρ] = ML−3 oznacza, »e g¦sto±¢ ρ jest rozpatrywana w jednostkach wymiarowych
i ma wymiar masy przez obj¦to±¢. Podobnie b¦dziemy pisa¢ [5 kg

metr3
] = kg metr−3,

co oznacza, »e g¦sto±¢ jest mierzona w kilogramach na metr sze±cienny i w tych
jednostkach wynosi 5. Natomiast zapis [ρ′] = 1 oznacza, »e g¦sto±¢ ρ′ jest mierzona
w jednostkach bezwymiarowych.

Rozpatrzmy przykªad z rozdziaªu 1.1.1 w jednostkach abstrakcyjnych. Mamy
wymiary [m] = M , [t] = T , [y] = L, v0 = LT−1, [g] = LT−2. Przeanalizujemy
wymiary stron równo±ci (1.5). Pierwszy wyraz prawej strony gt2

2
posiada wymiar

[gt
2

2
] = [g][t]2 = LT−2T 2 = L. Drugi wyraz prawej strony v0t posada wymiar

[v0t] = [v0][t] = LT−1T = L. Wobec tego w prawej stronie mamy sum¦ dwóch
wielko±ci o tym samym wymiarze dªugo±ci L. Potwierdza to poprawno±¢ wyra»enia
gt2

2
+ v0t z punktu widzenia wymiarów. Lewa strona y(t) te» ma wymiar drogi L.

Wszystko si¦ zgadza. Jak wida¢, sprawdzenie wymiarów stron pewnej równo±ci po-
zwala na proste sprawdzenie tej równo±ci. Na przykªad, je±li przy tworzeniu modelu
matematycznego powstaj¡ równo±ci L = L +M , T = LT 2, to gdzie± jest bª¡d, bo
metr nie mo»e by¢ równy kilogramowi.

Zasada wymiarów. Nie wolno dodawa¢ wielbª¡dów do ci¡gników.

Wymiary pochodnych mo»na uzyska¢ z de�nicji pochodnej jako granicy przy-
rostu warto±ci funkcji przez przyrost argumentu. Na przykªad [y] = L, wów-
czas [y′] = LT−1 i [y′′] = LT−2. Rozpatrzmy teraz wymiary równania (1.10)

[my′′] = [mg] + [kv] ⇔ [m][y′′] = [m][g] + [k][v] ⇔ MLT−2 = MLT−2 + [k]LT−1.
(1.16)

Zasada wymiarów jest speªniona wtedy i tylko wtedy, gdy [k]LT−1 = MLT−2, sk¡d
wymiar wspóªczynnika oporu powietrza k musi by¢ równy MT−1. Wspóªczynnik
k mo»e by¢ wyznaczony z do±wiadcze«. Je±li M = metr i T = sek, to wyniki
do±wiadcze« w celu okre±lenia k musz¡ by¢ przedstawione w taki sposób, »e k jest
wyra»one w metrach na sekund¦.

Ka»dy wymiarowy parametr ma swój zakres zmiany. Na podstawie tego mo»na
wprowadzi¢ bezwymiarowe zmienne poprzez skalowanie. Wielko±ci równania (1.10)
mo»na zmieni¢ na bezwymiarowe

y = ℓỹ, t = τ t̃, m = m0m̃, (1.17)

gdzie ℓ, τ , m0 s¡ charakterystycznymi wymiarami dªugo±ci, czasu i masy. Na przy-
kªad, je±li z biurka spada ksi¡»ka, to mo»na przyj¡¢ ℓ = 1cm, τ = 1sek, m0 = 0.1kg;
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je±li z samolotu opada spadochroniarz, to ℓ = 700m, τ = 1min, m0 = 10kg. Wybór
skali mo»e by¢ dowolny, ale lepiej wybra¢ odpowiedni¡ skal¦, »eby z otrzymanymi
liczbami przeprowadza¢ numerycznie poprawne obliczenia, tzn. unika¢ w oblicze-
niach numerycznych mno»enia przez bardzo wielkie liczby i dzielenia przez bardzo
maªe. Pochodne y′ i y′′ przy zmianie zmiennych (1.17) przeksztaªcaj¡ si¦ w nast¦-
puj¡cy sposób

dy

dt
=

ℓ

τ

dỹ

dt̃
,

d2y

dt2
=

ℓ

τ 2
d2ỹ

dt̃2
. (1.18)

Wówczas równanie (1.10) przyjmuje posta¢

ỹ′′ + k̃ỹ′ = g̃, (1.19)

gdzie zostaª wprowadzony bezwymiarowy wspóªczynnik k̃ = kτ
m
, poniewa»

[k̃] = [k]TM−1 = MT−1TM−1 = 1.

Niektóre bezwymiarowe równania maj¡ zalety opisane w drugiej cz¦±ci podr¦cz-
nika.
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Rozdziaª 2

Numeryczne i symboliczne obliczenia

2.1 Numeryczne i symboliczne obliczenie pochod-

nych i caªek

Rozwa»my przykªad wyznaczenia pochodnej funkcji za pomoc¡ Mathematica:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= f@x_D := �x Cos@xD2
In[2]:= D@f@xD, xD

Out[2]= �x Cos@xD2 − 2 �x Cos@xD Sin@xD
Caªk¦ oznaczon¡ w analizie matematycznej wprowadza si¦ jako pole pod wy-

kresem funkcji ci¡gªej przez sum¦ Riemanna przy zastosowaniu zasady przej±cia:
ci¡gªe ↔ dyskretne. W rozdziale 1.2 caªka oznaczona (1.13) zostaªa wprowadzona
jako masa niejednorodnego drutu w podobny sposób przez sum¦ Riemanna (1.12).
Jako przykªad obliczmy w Mathematica caªk¦ z wy»ej zde�niowanej funkcji f na
przedziale [0, π

2
]:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= IntegrateBf@xD, :x, 0,
π
2
>F

Out[3]=
1

5
I−3 + 2 �πê2M

2.2 Metoda Newtona

Niech f : (a, b) → R b¦dzie ró»niczkowaln¡ w sposób ci¡gªy funkcj¡ okre±lon¡
w przedziale (a, b). Opiszemy metod¦ Newtona numerycznego rozwi¡zywania rów-
nania liczbowego

f(x) = 0. (2.1)

Mathematica zawiera operatory rozwi¡zywania takiego równania (patrz Cz¦±¢ III).
W poni»szym przykªadzie znajdujemy numerycznie pierwiastek równania w pobli»u
punktu 5.
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= FindRootAx3 �x + Cos@xD, 8x, 5<E
Out[1]= 8x → −5.47198<

Omówimy teoretyczne podstawy metody Newtona, poniewa» ta metoda ma za-
stosowania nie tylko dla równa« liczbowych, ale i ogólnych operatorowych, gdzie
f mo»e by¢ funkcj¡, albo operatorem caªkowym typu (1.15).

Z ró»niczkowalno±ci f wynika, »e

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) + o(h), h → 0, (2.2)

gdzie o(h) oznacza wielko±¢ niesko«czenie maª¡ w porównaniu z h, tzn. limh→0
o(h)
h

=
0. Niech x0 b¦dzie znan¡ liczb¡ (zerowe przybli»enie), przy czym f ′(x0) ̸= 0, h nie-
znan¡ poprawk¡ do szukanego rozwi¡zania x = x0 + h. Wówczas

f(x0) + hf ′(x0) ≈ 0 ⇔ h ≈ − f(x0)

f ′(x0)
⇔ x ≈ x0 −

f(x0)

f ′(x0)
.

Na podstawie tego otrzymujemy pierwsze przybli»enie

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
(2.3)

itd. k-te przybli»enie

xk = xk−1 −
f(xk−1)

f ′(xk−1)
, k = 1, 2, . . . (2.4)

W rezultacie powstaje proces iteracyjny obliczania kolejnych przybli»e«. Podsta-
wowe pytanie, czy ten proces jest zbie»ny? Gdy jest zbie»ny tj. x = limk→∞ xk, to
po obliczeniu granicy przy k → ∞ w (2.4) otrzymujemy (2.1).

Geometryczna interpretacja metody Newtona pokazuje, »e ta metoda mo»e by¢
zbie»na, jak te» rozbie»na, w zale»no±ci od pocz¡tkowego wyboru x0 (rys. 2.1 i rys.
2.2).
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M0

x0x1 x2x3
-2 -1 1 2

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Rysunek 2.1: Wedªug przypadkowo wybranego zerowego przybli»enia x0 zaznaczmy na

wykresie punkt M0(x0, f(x0)). Styczna do wykresu y = f(x) w tym punkcie przecina o±

OX w punkcie x1, który rozpatrujemy jako pierwsze przybli»enie. Zgodnie z geometryczn¡

interpretacj¡ pochodnej f ′(x0) = tanα (tangens). Z drugiej strony z trójk¡ta M0x0x1
mamy tanα = f(x0)

x1−x0
. Sk¡d f ′(x0) = f(x0)

x1−x0
, co jest równowa»ne (2.3). Po uzyskaniu x1

w taki sam sposób budujemy x2 itd. Jak wida¢, ten proces jest zbie»ny do pierwiastka

równania (2.1).

M0

x0x1 x2x3
-2 -1 1 2

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Rysunek 2.2: Kolejne przybli»enia x1, x2, . . . budujemy zgodnie z reguª¡ opisan¡ na ry-

sunku 2.1. W tym przypadku wida¢, »e ci¡g (xk) jest rozbie»ny.
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2.3 Metoda kolejnych przybli»e«

Rozpatrzmy równanie (2.1) zapisane inaczej

f(x) + x = x ⇔ x = φ(x), (2.5)

tzn. zostaªa wprowadzona nowa funkcja φ(x) := f(x)+ x. Na pocz¡tek rozpatrzmy
szczególny przykªad równania (2.5):

x =
x

3
+ 2, (2.6)

Równanie (2.6) ma jedno rozwi¡zanie x = 3. Spróbujemy doj±¢ do tego rozwi¡zania
metod¡ kolejnych przybli»e«

xk =
xk−1

3
+ 2, k = 1, 2, . . . (2.7)

Zrealizujemy to w Mathematica;-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= xk_ := xk−1
3

+ 2
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= x0 = 4.0; Table@xk, 8k, 0, 14, 2<D
x0 = −30.0; Table@xk, 8k, 0, 18, 2<D

Out[2]= 84., 3.11111, 3.01235, 3.00137, 3.00015, 3.00002, 3., 3.<
Out[3]= 8−30., −0.666667, 2.59259, 2.95473,

2.99497, 2.99944, 2.99994, 2.99999, 3., 3.<
Wybierzmy losowo 20 liczb z przedziaªu [−10, 10] i przedstawmy gra�cznie zachowa-
nie pierwszych wyrazów ciagu (xk), bior¡c za punkt startowy ka»d¡ z wylosowanych
liczb (rys. 2.3).-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= Show@
ListPlot@Table@x0 = �; xk, 8k, 0, 7<D & ê@

Table@RandomReal@8−10, 10<D, 8k, 20<D, PlotRange → 8−10, 10<,
PlotStyle → Directive@Thickness@0.0001D, Darker@GrayD,

Dashed, PointSize@MediumDD, AxesStyle → Gray, AspectRatio → 1,

Joined → True, Mesh → All, Ticks → 8None, Table@k, 8k, −9, 10, 3<D<,
TicksStyle → 12D,

Graphics@8Black, Dashed, Line@880, 3<, 87, 3<<D<DD
Teraz to samo równanie rozpatrzmy w inny sposób. Równanie (2.6) jest równo-

wa»ne równaniu
x = 3x− 6. (2.8)

Spróbujemy rozwi¡za¢ go metod¡ kolejnych przybli»e« w Mathematica

xk = 3xk−1 − 6, k = 1, 2, · · · . (2.9)

Mamy
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Rysunek 2.3: Geometryczna interpretacja zbie»no±ci kolejnych przybli»e« zastosowanych

do równania (2.6). Przy dowolnym wyborze pocz¡tkowego przybli»enia x0 (punkty z lewej

strony), ci¡g (xk) jest zbie»ny do 3.
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= xk_ := 3 xk−1 − 6
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= x0 = 6.; Table@xk, 8k, 0, 14, 2<D
x0 = −0.01; Table@xk, 8k, 0, 14, 2<D

Out[6]= 96., 30., 246., 2190., 19686., 177150., 1.59433×106, 1.43489× 107=
Out[7]= 9−0.01, −24.09, −240.81, −2191.29,−19745.6, −177734., −1.59963×106, −1.43967× 107=
Analogicznie do poprzedniego przykªadu, przedstawmy gra�cznie zachowanie pierw-
szych wyrazów ci¡gu (xk), przy 20 losowo wybranych z przedziaªu [−10, 10] punktach
startowych (rys. 2.4).-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[8]:= ListPlot@Table@x0 = �; xk, 8k, 0, 7<D & ê@
Table@RandomReal@8−100, 100<D, 8k, 20<D, PlotRange → 8−1100, 1100<,

PlotStyle → Directive@Thickness@0.0001D, Darker@GrayD, Dashed,

PointSize@MediumDD, AspectRatio → 1, Joined → True, Mesh → All,

Ticks → 8None, 8−1000, −500, −100, 100, 500, 1000<<, TicksStyle → 12D
Mo»na zauwa»y¢, »e dla iteracji (2.7) ma miejsce zbie»no±¢, bo iteracje te s¡

ze wspóªczynnikiem 1
3
< 1. Natomiast iteracje (2.9) maj¡ wspóªczynnik 3 > 1.
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Rysunek 2.4: Geometryczna interpretacja rozbie»no±ci metody kolejnych przybli»e«, za-

stosowanych do równania (2.8)

Zbie»no±¢ i rozbie»no±¢ nie zale»¡ od pocz¡tkowego wyboru x0. Ta prosta obserwacja
ma powa»ne uogólnienia.

2 De�nicja
Niech staªa α speªnia nierówno±¢ 0 < α < 1. Operator A : X → X dziaªa-
j¡cy w przestrzeni metrycznej (X, ρ) z metryk¡ ρ nazywa si¦ zw¦»aj¡cym, je»eli
ρ(Ax,Ay) ≤ αρ(x, y) dla wszystkich x, y ∈ X.

Dla przestraszonych czytelników proponujemy szczególny przypadek tej de�nicji.

3 De�nicja
Niech staªa α speªnia nierówno±¢ 0 < α < 1, odcinek (a, b) jest zawarty w R. Funkcja
φ : (a, b) → (a, b) dziaªaj¡ca w przestrzeni metrycznej (R, | · |) z metryk¡ |x − y|
nazywa si¦ zw¦»aj¡c¡, je»eli |φ(x)− φ(y)| ≤ α|x− y| dla wszystkich x, y ∈ R.

1 Twierdzenie (Banacha)
Niech A b¦dzie operatorem zw¦»aj¡cym w zupeªnej przestrzeni (X, ρ). Wówczas

równanie

x = Ax (2.10)

ma jedno i tylko jedno rozwi¡zanie, które mo»na znale¹¢ metod¡ kolejnych przybli»e«

xk = Axk−1, k = 1, 2, . . . (2.11)

zbie»n¡ w X dla dowolnego pocz¡tkowego przybli»enia x0.
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Dowód dla równania x = φ(x) wynika z rozwa»anie ci¡gu okre±lonego rekuren-
cyjnie xk = φ(xk−1). Mamy nierówno±ci

|xk+1 − xk| ≤ α|xk − xk−1| ≤ α2|xk−1 − xk−2| ≤ · · · ≤ αk|x1 − x0|.

St¡d dla ustalonego m ≥ 1

|xk+m − xk| ≤ |xk+m − xk+m−1|+ |xk+m−1 − xk+m−2|+ · · ·+ |xk+1 − xk|

≤ (αk+m−1 + · · ·+ αk)|x1 − x0| ≤
αk

1− α
|x1 − x0|.

Wobec tego ci¡g (xk) speªnia warunek Cauchy'ego (patrz kurs analizy matematycz-
nej). Poniewa» przestrze« X jest zupeªna, wi¦c istnieje granica x = limk→∞ xk.
Wtedy limk→∞ xk+1 = f(limk→∞ xk), co wynika z ci¡gªo±ci f . Z kolei ci¡gªo±¢ f
wynika z De�nicji 3.

Jednoznaczno±¢ wynika z zaªo»enia, »e je±li istniej¡ dwa ró»ne rozwi¡zania x i y,
to

|x− y| = |φ(x)− φ(y)| ≤ α|x− y|, st¡d (1− α)|x− y| ≤ 0, a wi¦c x = y.

Twierdzenie zostaªo udowodnione.

2 Wniosek
Z twierdzenia Banacha wynika, »e równanie (2.5) jest równaniem z operatorem zw¦-

»aj¡cym, je±li |φ′(x)| < 1 dla wszystkich x ∈ (a, b).

Mo»na zauwa»y¢, »e operator mno»enia przez 1
3
z (2.6) jest zw¦»aj¡cy, natomiast

operator mno»enia przez 3 z (2.8), nie.
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Rozdziaª 3

Zastosowanie rachunku

ró»niczkowego i caªkowego do

mechaniki klasycznej

3.1 Pochodne

Pochodne s¡ badane w standardowym kursie analizy matematycznej. Nas intere-
suj¡ zastosowania pochodnej w mechanice klasycznej. Rozpatrzmy jednowymia-
rowy ruch punktu materialnego wzdªu» osi liczb rzeczywistych opisany przez drog¦
S = S(t) rozpatrywan¡ jako funkcj¦ czasu t ∈ [0, T ]. Niech punkt t0 le»y w prze-
dziale (0, T ), ∆t oznacza przyrost czasu i t0 + ∆t nale»y do (0, T ). Wówczas
∆S = S(t0 +∆t)−S(t0) jest przyrostem drogi w czasie ∆t, zaczynaj¡c od czasu t0.
�rednia pr¦dko±¢ punktu materialnego w czasie ∆t wyra»a si¦ ilorazem ∆S

∆t
. Przy

∆t → 0 iloraz ∆S
∆t

d¡»y do pewnej wielko±ci v(t0), któr¡ nazywamy pr¦dko±ci¡ chwi-
low¡.

Mechaniczna interpretacja pochodnej. Pr¦dko±¢ v(t) punktu materialnego
jest pochodn¡ funkcji drogi S(t):

v(t) = S ′(t) =
dS
dt

.

W tej interpretacji pochodnej zostaªa wykorzystana zasada przej±cia: ci¡gªe ↔
dyskretne dla jednego kawaªka. Na pocz¡tek na podstawie funkcji S(t) (obiekt ci¡-
gªy) zostaª utworzony iloraz ∆S

∆t
(obiekt dyskretny). Dalej przez granic¦ ∆t → 0

przeszli±my do funkcji v(t) = S ′(t) (obiekt ci¡gªy).
Zasada przej±cia: ci¡gªe ↔ dyskretne dla pochodnych polega na zamianie ilo-

razu przyrostów wielko±ci na pochodne i odwrotnie. Na przykªad, masa drutu na
odcinku∆x wynosi∆m. Wtedy ∆m

∆x
jest ±redni¡ g¦sto±ci¡ liniow¡ na∆x. Natomiast

pochodna dm
dx

≈ ∆m
∆x

jest g¦sto±ci¡ punktow¡.
Niech funkcja b¦dzie podana w postaci danych z tabeli, czyli w postaci zbioru

(xi, yi) dla i = 1, 2, . . . , n. Jak mo»na liczy¢ pochodne takich funkcji? Wszystko za-
le»y od rodzaju danych. Je»eli te dane s¡ dokªadnymi warto±ciami pewnej funkcji, to
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lepiej stosowa¢ interpolacj¦. Interpolacj¡ nazywa si¦ wyznaczenie funkcji f specjal-
nej postaci, tak »eby warto±ci tej funkcji pokrywaªy si¦ z danymi warto±ciami czyli
yi = f(xi) (i = 1, 2, . . . , n). Zwykle za f przyjmuje si¦ wielomian, albo zbiory wie-
lomianów (spline approximation). Na przykªad aproksymacja jednym wielomianem
stopnia co najwy»ej n − 1 (znana jako aproksymacja Lagrange'a, po raz pierwszy
podana przez Waringa (1779)) ma posta¢

P (x) =
n∑

i=1

yi
∏
k ̸=i

x− xk

xi − xk

. (3.1)

Mathematica sama wybiera optymaln¡ interpolacj¦. Po interpolacji mo»na wyzna-
cza¢ pochodne funkcji. Podajmy przykªad interpolacji funkcji sin(x/10) w trzydzie-
stu jeden punktach przedziaªu (0, 3)-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= T = Table@Sin@iê 10D, 8i, 0, 30<D êê N

Out[1]= 80., 0.0998334, 0.198669, 0.29552, 0.389418, 0.479426, 0.564642,

0.644218, 0.717356, 0.783327, 0.841471, 0.891207, 0.932039,

0.963558, 0.98545, 0.997495, 0.999574, 0.991665, 0.973848,

0.9463, 0.909297, 0.863209, 0.808496, 0.745705, 0.675463,

0.598472, 0.515501, 0.42738, 0.334988, 0.239249, 0.14112<
In[2]:= f = Interpolation@TD

Out[2]= InterpolatingFunction@881., 31.<<, <>D
Poni»ej podane wykresy pokazuj¡ typowy oczekiwany wynik interpolacji. Interpola-
cyjny wielomian i jego pochodne s¡ zaznaczone kreskami, funkcja sin(x/10) - ci¡gª¡
lini¡. Jak wida¢ sama funkcja i jej pochodne s¡ dostatecznie dobrze policzone. Nie
zawsze tak si¦ udaje.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= Plot@8f@xD, Sin@x ê10D<, 8x, 1, 30<,
PlotStyle → 88Thick, Dashed, Black<, 8Thick, Black<<D

Out[3]=

10 15 20 25 30

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= Plot @8f ' @xD, 0.1 Cos @x ê10D<, 8x, 1, 30 <,

PlotStyle → 88Thick, Dashed, Black <, 8Thick, Black <<D
Out[4]=

10 15 20 25 30-0.10

-0.05

0.05

0.10

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= Plot @8f '' @xD, −0.01 Sin @x ê10D<, 8x, 1, 30 <,

PlotStyle → 88Thick, Dashed, Black <, 8Thick, Black <<D
Out[5]=

10 15 20 25 30

-0.010

-0.008

-0.006

-0.004

-0.002

Je»eli dane (xi, yi) (i = 1, 2, . . . , n) s¡ przybli»one, to zamiast interpolacji lepiej
korzysta¢ z innych aproksymacji. Na razie podajmy przykªad, który pokazuje, »e
interpolacja mo»e doprowadzi¢ do bª¦dnych wyników. Popatrzmy na dane, otrzy-
mane z pewnych niedokªadnych obserwacji. Niech prawdziwa funkcja sin(2πx/50)
podana b¦dzie w postaci zaburzonych danych. Zaburzenie jest sztucznie utworzone
za pomoc¡ funkcji ε cos(10x).
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= ∂ = 0.1; dataSin = TableBSinB2 π
50

xF + ∂ Cos@10 xD, 8x, 50<F;
In[2]:= fSin = Interpolation@dataSinD

Out[2]= InterpolatingFunction@881., 50.<<, <>D
In[3]:= ShowBListPlot@dataSin, PlotStyle → 8Black<D,

PlotB:SinB 2 π
50

xF, fSin@xD>, 8x, 0, 50<,
PlotStyle → 88Dashed, Thick, Black<, 8Black, Thick<<FF-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[3]=
10 20 30 40 50-1.0

-0.5

0.5

1.0

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= Plot B: 1

25
π CosBπ x

25
F, fSin' @xD>, 8x, 0, 50 <,

PlotStyle → 88Black, Dashed, Thick <, 8 Black, Thick <<F-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[4]=

10 20 30 40 50-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

Z pierwszego wykresu wida¢, »e funkcja jest dostatecznie dobrze przybli»ona
funkcj¡ interpolacyjn¡. Natomiast z drugiego wykresu wida¢, »e pochodne praw-
dziwej funkcji i jej interpolacji zupeªnie si¦ nie zgadzaj¡. Zwi¡zane jest to ze zbyt
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ostrymi wahaniami interpolacji, co prowadzi do znacznych odchyle« przy obliczeniu
pochodnej. W takich przypadkach najpierw warto zgªadzi¢ dane, a potem liczy¢
pochodne (patrz rozdziaª 5).

3.2 Caªki

Caªki byªy ju» omawiane w rozdziaªach 1.2 i 2.1. Teraz poka»emy jeszcze jedno
wa»ne zastosowanie, mianowicie jak praca wyra»ona jest w postaci caªki funkcji
siªy. Rozwa»my elektron w polu elektrycznym, skierowanym wzdªu» prostej. Ruch
elektronu mo»na modelowa¢ jako ruch punktu materialnego w przestrzeni jedno-
wymiarowej, gdy w ka»dym punkcie x przedziaªu [a, b] osi OX jest podana siªa
F (x) dziaªaj¡ca na cz¡stk¦. Posªuguj¡c si¦ zasad¡ przej±cia: ci¡gªe ↔ dyskretne
podzielmy przedziaª [a, b] na maªe kawaªki ∆xi (i = 1, 2, . . . , n). Praca wykonana
na przeniesienie punktu na maªym odcinku ∆xi wynosi

∆Ai = F (ξi)∆xi, (3.2)

gdzie ξi wybieramy dowolnie na odcinku (xi, xi+1). Je±li ten odcinek jest maªy, to
mo»na uwa»a¢, »e praca ∆Ai zostaªa policzona wystarczaj¡co dokªadnie. Praca
wykonana na przeniesienie cz¡stki z punktu a do punktu b wynosi

An =
n∑

i=1

∆Ai =
n∑

i=1

F (ξi)∆xi. (3.3)

Niech δ = maxi ∆xi d¡»y do zera. Wówczas suma (3.3) d¡»y do pewnej wielko±ci A,
która jest dokªadnie policzon¡ prac¡, potrzebn¡ na przeniesienie cz¡stki z punktu a
do punktu b. Granica A sumy Riemanna z (3.3) jest caªk¡ oznaczon¡ funkcji F (x)

A =

∫ b

a

F (x) dx. (3.4)

Przej±cie od prostego wzoru (3.2) do caªkowego (3.4) daje mo»liwo±¢ zastoso-
wania caªek do obliczenia caªkowitej wielko±ci (w tym przypadku pracy) w caªym
przedziale (a, b). Z drugiej strony zasada przej±cia: ci¡gªe ↔ dyskretne mo»e by¢
wykorzystana w kierunku przej±cia od caªki Riemanna do dyskretnej reguªy na pod-
stawie nast¦puj¡cego twierdzenia z analizy matematycznej

3 Twierdzenie (o warto±ci ±redniej)
Niech funkcja F (x) b¦dzie ci¡gªa w [a, b]. Wtedy istnieje taki punkt x0 ∈ (a, b), »e

1

b− a

∫ b

a

F (x) dx = F (x0). (3.5)

Ten punkt x0 zmienia si¦ ze zmian¡ a i b czyli zale»y od a i b.
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Twierdzenie o warto±ci ±redniej jest cz¦sto u»ywano tak»e w mechanice o±rod-
ków ci¡gªych dla caªek potrójnych, powierzchniowych itp., gdy a, b d¡»¡ do x̃ dla
ustalonego x̃ ∈ (a, b). Wtedy ma miejsce przybli»ony wzór∫ b

a

F (x) dx ≈ (b− a)F (x̃) (3.6)

Niech x = x(t) b¦dzie równaniem ruchu cz¡stki w czasie t. Wówczas dx =
dx
dt
dt = v(t)dt, gdzie v(t) = dx

dt
oznacza pr¦dko±¢ cz¡stki. Wobec tego wzór (3.4)

mo»na zapisa¢ w postaci

A =

∫ t1

t0

F (x(t))v(t) dt, (3.7)

gdzie t0 oznacza czas pocz¡tkowy, gdy cz¡stka znajduje si¦ z punkcie x(t0) = a,
t1 czas ko«cowy, gdy x(t1) = b. Iloczyn siªy i pr¦dko±ci wyra»a moc: W = Fv.
Wobec tego praca ze wzoru (3.7) mo»e by¢ wprowadzona jako suma mocy dziaªaj¡cej
w czasie od t0 do t1. Z punktu widzenia matematycznego wzory (3.4) i (3.7) wyra»aj¡
reguª¦ zmiany zmiennej w caªce oznaczonej. Z punktu widzenia mechanicznego
w (3.4) caªkowanie przebiega po zmiennej przestrzennej x, w (3.7) po czasie t.

P¦d cz¡stki P wyra»a si¦ wzorem P = mv, gdzie m jest mas¡ cz¡stki. Wówczas
P = mdx

dt
, sk¡d dP

dt
= md2x

dt2
= F , poniewa» siª¡ F jest masa (m) pomno»ona przez

przy±pieszenie (a = d2x
dt2

). St¡d mamy wzór na zmian¦ p¦du w czasie

P (t1)− P (t0) =

∫ t1

t0

F dt. (3.8)

W celu uzyskania wzoru na energi¦ kinetyczn¡ rozpatrzmy siª¦ mdv
dt

= F . Po-
mnó»my t¡ równo±¢ przez v. Mamy

mv
dv

dt
= Fv ⇔ d

dt

(
mv2

2

)
= Fv. (3.9)

Energi¦ kinetyczn¡ K cz¡stki w ruchu wprowadza si¦ jako

K =
mv2

2
. (3.10)

Wtedy dK
dt

= Fv. Ze wzoru (3.7) wynika

A =

∫ t1

t0

Fv dt =
∫ t1

t0

dK

dt
dt = K(t1)−K(t0). (3.11)

Wzór (3.11) wyra»a prawo zachowania energii: praca wykonana na przeniesienie
cz¡stki jest równa zmianie energii kinetycznej.
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3.3 Energia potencjalna

Energia potencjalna jest de�niowana z dokªadno±ci¡ do dowolnej addytywnej staªej
u0 jako caªka funkcji siªy:

u(x) = −
∫ x

a

F (x) dx+ u0. (3.12)

Ze wzoru (3.12) wynika, »e u(a) = u0. Ró»niczkuj¡c (3.12) po x otrzymujemy

F = −du

dx
⇔ m

dv

dt
= −du

dx
. (3.13)

W ostatniej równo±ci po lewej stronie wyst¦puje pochodna po t, a po prawej po x.
Przeksztaª¢my dv

dt
w taki sposób, aby nie wyst¦powaªa tam pochodna po t. Ze wzoru

na pochodn¡ funkcji zªo»onej wynika

dv

dt
=

dv

dx

dx

dt
= v

dv

dx
.

Wtedy

m
dv

dt
= mv

dv

dx
=

d

dx

(
mv2

2

)
.

Wykorzystujemy wzór (3.13)

d

dx

(
mv2

2

)
= −du

dx
.

Ostatni wzór mo»na zapisa¢ w postaci prawa zachowania energii

mv2(x)

2
+ u(x) = E, (3.14)

gdzie staªa E jest caªkowit¡ energi¡ mechaniczn¡ cz¡stki. Staª¡ E mo»na uzyska¢
na przykªad z warunku pocz¡tkowego

E =
mv20
2

+ u0,

gdzie v0 jest pr¦dko±ci¡ cz¡stki w czasie pocz¡tkowym t0.
Niekiedy warto rozpatrywa¢ zmienne x i v jako zmienne niezale»ne, nie u»ywa-

j¡c czasu. Te zmienne tworz¡ przestrze« fazow¡. Wtedy równanie (3.14) zapisane
w postaci

mv2

2
+ u(x) = E, (3.15)

mo»na rozpatrywa¢ jako równanie krzywej w przestrzeni fazowej zmiennych x, v. Dla
ró»nych E otrzymujemy ró»ne krzywe. Ka»da krzywa odpowiada ruchowi cz¡stki
z ustalon¡ energi¡ E. Zalety takiego opisu b¦d¡ pokazane na przykªadach w rozdziale
4.2.
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Prawo zachowania energii (3.14) mo»e sªu»y¢ do standardowego opisu ruchu
cz¡stki w czasie. Z (3.14) wynika równanie ró»niczkowe na drog¦ x(t)

m

2

(
dx

dt

)2

+ u(x) = E. (3.16)

Warunek pocz¡tkowy dla równania (3.16) ma posta¢

x(t0) = a. (3.17)

Cz¦sto równanie ró»niczkowe z energi¡ przyjmuje prostsz¡ posta¢, je»eli zró»niczku-
jemy je po zmiennej przestrzennej x

m
d2x

dt2
+ u′(x) = 0. (3.18)

Ostatnie równanie mo»na tak»e uzyska¢ z bilansu siª dziaªaj¡cych na cz¡stk¦.
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Rozdziaª 4

Zastosowanie równa« ró»niczkowych

zwyczajnych

Numeryczne oraz symboliczne rozwi¡zywanie równa« ró»niczkowych zwyczajnych
w Mathematica jest szczegóªowo przedstawione w Cz¦±ci III. Na pocz¡tek wystar-
czy popatrze¢ na operator DSolve. W niniejszym rozdziale podana jest tzw. metoda
szeregów rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych oraz mechaniczne zastosowania rów-
na«.

4.1 Aproksymacja rozwi¡za« równa«

ró»niczkowych

Na przykªadzie zagadnienia Cauchy'ego

x′(t) = x3(t) + 1, x(0) = 0 (4.1)

omówimy pytania dotycz¡ce aproksymacji funkcji wielomianami Taylora i funkcjami
wymiernymi. Z teorii równa« ró»niczkowych zwyczajnych wynika, »e taka funkcja
x(t) jest jednoznacznie okre±lona. Z (4.1) wynika, »e ci¡gªa funkcja x(t) jest nie-
sko«czenie wiele razy ró»niczkowalna dla t > 0, poniewa» kolejne pochodne powstaj¡
z ró»niczkowania pierwszej równo±ci (4.1).

4.1.1 Aproksymacja wielomianem Taylora

Szukamy funkcji x(t) w postaci wielomianu

x(t) ≈
N∑

n=0

cnt
n. (4.2)

W celu wyznaczenia wspóªczynników cn posªugujemy si¦ wzorem Taylora

cn =
x(n)(0)

n!
. (4.3)
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Aby obliczy¢ cn potrzebne s¡ pochodne rozwa»anej funkcji w zerze. Obliczaj¡c
pochodne, wychodz¡c od równo±ci (4.1) i podstawiaj¡c zero otrzymujemy niezb¦dne
wspóªczynniki.

Dalej pracujemy na komputerze. Dla wygody oznaczmy przez Der[n] pochodn¡
rz¦du n, przez c[n] jej warto±¢ w zerze. Mamy-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= Der@1D = x@tD3 + 1
c@0D = x@0D = 0

c@1D = x′@0D = Der@1D ê. t → 0

Out[1]= 1 + x@tD3
Out[2]= 0

Out[3]= 1

Popatrzmy jak Mathematica liczy pochodne wy»szych rz¦dów dla dalszego wyko-
rzystania-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= x�@tD% êê FullForm

Out[4]= x′′@tD
Out[5]//FullForm=

Derivative@2D@xD@tD
Ró»niczkuj¡c (4.1) i podstawiaj¡c zero otrzymujemy-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= Der@2D = D@Der@1D, tD
c@2D = Derivative@2D@xD@0D = % ê. t → 0

Out[6]= 3 x@tD2 x′@tD
Out[7]= 0

Analogicznie wprowadzamy-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[8]:= Der@3D = D@Der@2D, tD
c@3D = Derivative@3D@xD@0D = % ê. t → 0

Out[8]= 6 x@tD x′@tD2 + 3 x@tD2 x′′@tD
Out[9]= 0

Teraz mo»emy policzy¢ ile chcemy pochodnych, na przykªad 20 (dla skrócenia
miejsca nie piszemy caªego wyniku Out)
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[10]:= � = 20; DoAPrintA
"x"n, "HtL:= ",

Der@nD = D@Der@n − 1D, tD, " # ",

c@nD = Derivative@nD@xD@0D = Der@nD ê. t → 0E, 8n, 4, �<E
x4HtL:= 6 x′@tD3 + 18 x@tD x′@tD x′′@tD + 3 x@tD2 xH3L@tD # 6

Szereg Taylora obliczamy wedªug wzoru-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[11]:= Taylor@t_D = ‚
n=0� c@nD

n! tn

Out[11]= t + t4

4
+ 3 t7

28
+ 57 t10

1120
+ 737 t13

29120
+ 42153 t16

3261440
+ 416181 t19

61967360

Utwórzmy wykres zbudowanego wielomianu-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[12]:= Fig@"Taylor"D = Plot@Taylor@tD, 8t, 0, 10<, PlotRange → 8−5, 5<,
PlotStyle → 8AbsoluteThickness@4D, AbsoluteDashing@85, 10<D,

Black<D
Out[12]=

2 4 6 8 10-4

-2

2

4

4.1.2 Aproksymacja Padego

Zauwa»my, »e wielomian Taylora nie posiada osobliwo±ci, tzn. nie ma asymptot
pionowych, bo jest wielomianem. Oznacza to, »e aproksymacja wielomianem mo»e
nie by¢ dobra dla funkcji z osobliwo±ciami. Spróbujmy znale¹¢ wymiern¡ aproksy-
macj¦ naszej funkcji, która ju» mo»e mie¢ osobliwo±ci. Aproksymacja Padego jest
w pewnym sensie najlepsz¡ wymiern¡ aproksymacj¡, która jest utworzona przez ju»
znan¡ aproksymacj¦ Taylora (4.3) wedªug wzoru

x(t) ≈ c0 + c1x+ · · ·+ cNx
N =

a0 + a1x+ · · ·+ aPx
P

1 + b1x+ · · ·+ bQxQ
+O(xN+1), (4.4)
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gdzie P +Q = N . Je»eli wspóªczynniki cn s¡ dane, to wspóªczynniki an i bn wyzna-
czamy w sposób jednoznaczny z równo±ci

(c0+c1x+ · · ·+cNx
N)(1+b1x+ · · ·+bQx

Q) = a0+a1x+ · · ·+aPx
P +O(xN+1) (4.5)

przyrównuj¡c wspóªczynniki przy xn dla n = 0, 1, 2, . . . , N . Funkcja wymierna wy-
st¦puj¡ca po prawej stronie (4.4) nazywa si¦ aproksymacj¡ Padego [P/Q]. Aprok-
symacja Padego jest okre±lona operatorem-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[13]:= Pade@t_D = PadeApproximant@Taylor@tD, 8t, 0, 810, 10<<D
Out[13]=

t − 48150 853 t4

65850 884
+ 494 401599 t7

3687 649504
− 378 204391 t10

87 162624 640

1 − 32 306787 t3

32 925442
+ 143 412333 t6

526 807072
− 870559 471 t9

47 939443 552

Porównanie wykresów aproksymacji wielomianem i funkcj¡ wymiern¡ pokazuje
wszystkie zalety aproksymacji Padego-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[14]:= Fig@"Pade"D = Plot@8Pade@tD, Taylor@tD<, 8t, 0, 10<,
PlotRange → 8−5, 5<,
PlotStyle →88AbsoluteThickness@1.5D, AbsoluteDashing@815, 8<D, Black<,8AbsoluteThickness@4D, AbsoluteDashing@810, 9<D, Black<<D-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[14]=
2 4 6 8 10-4

-2

2

4

Jak wida¢ z wykresu wielomian Taylora nie �ªapie� osobliwo±ci. Jednak mamy
w¡tpliwo±ci, poniewa» nie wiemy jak wygl¡da prawdziwa funkcja, speªniaj¡ca rów-
nania (4.1). Aby sprawdzi¢ skuteczno±¢ aproksymacji Padego rozwa»my zagadnienie

x′(t) = x2(t) + 1, x(0) = 0, (4.6)

rozwi¡zaniem którego jest znane x(t) = tan t. Wykonujemy te same dziaªania dla
zagadnienia (4.6)
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= Der@1D = x@tD2 + 1
c@0D = x@0D = 0

c@1D = x′@0D = Der@1D ê. t → 0

Out[1]= 1 + x@tD2
Out[2]= 0

Out[3]= 1-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= Der@2D = D@Der@1D, tD
c@2D = Derivative@2D@xD@0D = % ê. t → 0

Out[4]= 2 x@tD x′@tD
Out[5]= 0-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= Der@3D = D@Der@2D, tD
c@3D = Derivative@3D@xD@0D = % ê. t → 0

Out[6]= 2 x′@tD2 + 2 x@tD x′′@tD
Out[7]= 2-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[8]:= � = 20; DoAPrintA
"x"n, "HtL:= ",

Der@nD = D@Der@n − 1D, tD, " # ",

c@nD = Derivative@nD@xD@0D = Der@nD ê. t → 0E, 8n, 4, �<E
x4HtL:= 6 x′@tD x′′@tD + 2 x@tD xH3L@tD # 0-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[9]:= Taylor@t_D = ‚
n=0� c@nD

n! tn

Out[9]= t + t3

3
+ 2 t5

15
+ 17 t7

315
+ 62 t9

2835
+ 1382 t11

155925
+ 21 844 t13

6 081075
+

929 569 t15

638512 875
+ 6404 582 t17

10 854718875
+ 443861 162 t19

1856156927625-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[10]:= Pade@t_D = PadeApproximant@Taylor@tD, 8t, 0, 810, 10<<D
Out[10]=

t − 8 t3

57
+ 7 t5

1615
− 4 t7

101745
+ t9

11904 165

1 − 9 t2

19
+ 28 t4

969
− 7 t6

14535
+ t8

440895
− t10

654729 075
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[11]:= Fig@"Pade"D = Plot@8Pade@tD, Taylor@tD, Tan@tD<, 8t, 0, 10<,
PlotRange → 8−5, 5<,
PlotStyle →88AbsoluteThickness@2D, AbsoluteDashing@815, 8<D, Black<,8AbsoluteThickness@4D, AbsoluteDashing@810, 9<D, Black<,8Black<<D-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[11]=
2 4 6 8 10-4

-2

2

4

Jak wida¢ z wykresu aproksymacja, Padego zaczyna zawodzi¢ dopiero od t = 10.
Szereg Taylora nie mo»e przekroczy¢ punktu t = π

2
, gdzie tangens posiada osobli-

wo±¢. Powtórzmy, »e i wielomian Taylora i aproksymacja Padego zbudowane s¡
wedªug tych samych danych cn (n = 0, 1, . . . , N).

4.2 Oscylator harmoniczny

Rozwa»my ruch cz¡stki w przestrzeni jednowymiarowej, rozpatrywany w rozdziaªach
3.2�3.3. Niech siªa zale»y od wspóªrz¦dnej x w liniowy sposób F = −kx, gdzie k
jest staª¡ dodatni¡. Energia potencjalna wyra»a si¦ przez wzór (3.12) i ma posta¢

u =
kx2

2
, (4.7)

przy czym wybrano u(0) = 0. Zasada zachowania energii w przestrzeni fazowej
(3.15) przyjmuje posta¢

mv2

2
+

kx2

2
= E ⇔ m

2E
v2 +

k

2E
x2 = 1. (4.8)

Jest to równanie elipsy na pªaszczy¹nie (x, v). Póªosie elipsy wynosz¡ odpowiednio√
2E
m

i
√

2E
k

(patrz rys. 4.1).
W standardowym kursie geometrii kanoniczne równanie elipsy na pªaszczy¹nie

XOY ma posta¢ x2

a2
+ y2

b2
= 1, gdzie dodatnie liczby a i b nazywaj¡ si¦ póªosiami

elipsy. Dla a = b mamy okr¡g o promieniu a. Elips¦ mo»na zapisa¢ w postaci
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parametrycznej x = a cos θ, y = b sin θ, gdzie parametr θ nale»y do przedziaªu
(−π, π].

2 E

k

2 E

m

x

v

Rysunek 4.1: Elipsa (4.8) przestrzeni fazowej z ustalon¡ energi¡ E

Najwa»niejsze, co wida¢ z rysunku, to okresowo±¢ ruchu cz¡stki. Je»eli cz¡stka
znajduje si¦ w pewnym punkcie elipsy, tzn. ma pewne odchylenie x i pr¦dko±¢ v, to
dalszy ruch cz¡stki w czasie wzdªu» elipsy z ustalon¡ energi¡ E musi doprowadzi¢ do
tego samego punktu przestrzeni fazowej (x, v). Cz¡stka przy ustalonym E znajduje
si¦ na pewnej elipsie i nie mo»e z niej odej±¢, bo jaki± punkt poza t¡ elips¡ znajduje
si¦ na innej elipsie, odpowiadaj¡cej innej warto±ci energii.

Tak jak w ogólnym przypadku ró»niczkowanie równo±ci (3.14) po zmiennej x
daje (3.18), otrzymujemy liniowe równanie ró»niczkowe drugiego rz¦du o staªych
wspóªczynnikach

d2x

dt2
+ ω2

0x = 0, (4.9)

gdzie warto±¢ ω0 =
√

k
m

nazywa si¦ cz¦stotliwo±ci¡. Niekiedy cz¦stotliwo±ci¡ nazy-

waj¡ wielko±¢ ω0

2π
. Równanie (4.9) mo»na bezpo±rednio wyprowadzi¢ z bilansu siª

dziaªaj¡cych na cz¡stk¦.
Pocz¡tkowe warunki maj¡ posta¢

x(t0) = a, x′(t0) = v0, (4.10)

gdzie v0 jest pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡. Przyjmijmy dla wygody t0 = 0.
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= DSolve A9x '' @t D + ω0
2 x@t D � 0, x@0D � a, x ' @0D � v0=, x@t D, t E

Out[1]= ::x@tD → Sin@t ω0D v0 + a Cos@t ω0D ω0ω0 >>
In[2]:= %P1, 1, 2 T êê Simplify

Out[2]= a Cos@t ω0D + Sin@t ω0D v0ω0
Operator Simplify upraszcza wynik, ale w taki sposób jak Mathematica so-

bie »yczy, co nie zawsze pokrywa si¦ z naszymi wymaganiami. Wynik rozwi¡zania
zagadnienia Cauchy'ego (4.9)�(4.10)

x(t) = a cosω0t+
v0
ω0

sinω0t (4.11)

zapiszemy w postaci
x(t) = A cos(ω0t+ θ0), (4.12)

gdzie wielko±¢ A =
√

v20
ω2
0
+ a2 nazywa si¦ amplitud¡, θ0 = arccos a

A
- faz¡ pocz¡t-

kow¡. Z rozwi¡zania (4.12) wida¢, »e ruch cz¡stki jest okresowy o okresie T0 =
2π
ω0
.

Równanie ró»niczkowe (4.9) warto byªo rozwi¡za¢ stosuj¡c Mathematica. Na-
tomiast przeksztaªcenia trygonometryczne postaci (4.11) do (4.12) warto wykona¢
�r¦cznie�, bowiem �zmuszenie� do tego programu Mathematica jest kªopotliwe i zaj-
muje bardzo du»o czasu. Dlatego tutaj wykorzystujemy zasad¦ oszcz¦dzania kom-
putera z rozdziaªu 1.1.3.

Energia potencjalna ma posta¢ (patrz wzór (4.7))

u =
kA2

2
cos2(ω0t+ θ0), (4.13)

energia kinetyczna K = mv2

2
= m(x′(t))2

2
wynosi

K =
kA2

2
sin2(ω0t+ θ0), (4.14)

caªkowita energia mechaniczna wynosi

E = u+K =
kA2

2
=

mv20
2

+
ka2

2
. (4.15)

4.3 Oscylator harmoniczny pod wpªywem tarcia

i siª zewn¦trznych

Model (4.9) nie uwzgl¦dnia tarcia. Z do±wiadcze« wynika, »e siªa tarcia jest propor-
cjonalna do pr¦dko±ci cz¡stki: Ftarcia = −hv, gdzie h to staªa dodatnia. Wprowadza-
j¡c Ftarcia do (4.9) otrzymujemy równanie ró»niczkowe o staªych wspóªczynnikach

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2

0x = 0, (4.16)
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gdzie zostaªa wprowadzona inna staªa 2γ = h
m
.

Ogólne rozwi¡zanie równania (4.16) zawiera dwie dowolne staªe C[1] i C[2]:
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= DSolve Ax '' @t D + 2 γ x ' @t D + ω0
2 x@t D � 0, x@t D, t E

Out[1]= ::x@tD → �t −γ− γ2−ω02
C@1D + �t −γ+ γ2−ω02

C@2D>>
Je»eli na cz¡stk¦ dziaªa dodatkowa siªa zewn¦trzna Fzew, to równanie (4.16) mo»e

by¢ poprawione w nast¦puj¡cy sposób

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2

0x =
Fzew

m
. (4.17)

Rozwa»my przykªad okresowej w czasie siªy Fzew

m
= f cos(ωt), gdzie f jest staª¡, ω

cz¦stotliwo±ci¡ zmiany zewn¦trznej siªy. Wówczas mamy niejednorodne równanie
ró»niczkowe o staªych wspóªczynnikach

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2

0x = f cos(ωt). (4.18)
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= DSolve Ax '' @t D + 2 γ x ' @t D + ω0
2 x@t D � f Cos@ω t D, x@t D, t E

Out[2]= ::x@tD → �t −γ− γ2−ω02
C@1D + �t −γ+ γ2−ω02

C@2D +
f ω2 Cos@t ωD − 2 f γ ω Sin@t ωD − f Cos@t ωD ω02K2 γ2 + ω2 − ω02 + 2 γ γ2 − ω02 O K−2 γ2 − ω2 + ω02 + 2 γ γ2 − ω02 O>>

In[3]:= %P1, 1, 2 T êê Simplify

Out[3]= �−t γ+ γ2−ω02
C@1D + �t −γ+ γ2−ω02

C@2D +
f Iω H−ω Cos@t ωD + 2 γ Sin@t ωDL + Cos@t ωD ω02M

4 γ2 ω2 + ω4 − 2 ω2 ω02 + ω04
Ostatni wzór daje ogólne rozwi¡zanie równania ró»niczkowego (4.18) z dowolnymi
staªymi C[1] i C[2]. Niech warunki pocz¡tkowe dla równania (4.18) maj¡ posta¢
x(0) = 1, x′(0) = 0. Wtedy poprawiamy operatory In[2] - In[3] w nast¦puj¡cy
sposób-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= Clear @f D; X0 @t_, ω_, ω0_, γ_, f_D =
DSolve A9x '' @t D + 2 γ x ' @t D + ω02 x@t D � f Cos@ω t D, x@0D � 1,

x ' @0D � 0=, x@t D, t E@@1, 1, 2 DD êê Simplify
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[4]= �−t γ+ γ2−ω02
f γ ω2 − �2 t γ2−ω02 f γ ω2 − 4 γ3 ω2 +

4 �2 t γ2−ω02 γ3 ω2 − γ ω4 + �2 t γ2−ω02 γ ω4 + f γ ω02 −�2 t γ2−ω02 f γ ω02 + 2 γ ω2 ω02 − 2 �2 t γ2−ω02 γ ω2 ω02 − γ ω04 +�2 t γ2−ω02 γ ω04 + f ω2 γ2 − ω02 + �2 t γ2−ω02 f ω2 γ2 − ω02 +
4 γ2 ω2 γ2 − ω02 + 4 �2 t γ2−ω02 γ2 ω2 γ2 − ω02 +ω4 γ2 − ω02 + �2 t γ2−ω02 ω4 γ2 − ω02 −
f ω02 γ2 − ω02 − �2 t γ2−ω02 f ω02 γ2 − ω02 −
2 ω2 ω02 γ2 − ω02 − 2 �2 t γ2−ω02 ω2 ω02 γ2 − ω02 +ω04 γ2 − ω02 + �2 t γ2−ω02 ω04 γ2 − ω02 +
2 �t γ+ γ2−ω02

f γ2 − ω02 I−ω2 + ω02M Cos@t ωD +
4 �t γ+ γ2−ω02

f γ ω γ2 − ω02 Sin@t ωD ì
2 γ2 − ω02 I4 γ2 ω2 + Iω2 − ω02M2M

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= X1@t_, ω_, ω0_, γ_, f_D = ∂tX0@t, ω, ω0, γ, fD êê Simplify-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[5]= �−t γ+ γ2−ω02−2 f γ2 ω2 + 2 �2 t γ2−ω02 f γ2 ω2 + f ω2 ω02 − �2 t γ2−ω02 f ω2 ω02 +
4 γ2 ω2 ω02 − 4 �2 t γ2−ω02 γ2 ω2 ω02 + ω4 ω02 − �2 t γ2−ω02 ω4 ω02 −
f ω04 + �2 t γ2−ω02 f ω04 − 2 ω2 ω04 + 2 �2 t γ2−ω02 ω2 ω04 +ω06 − �2 t γ2−ω02 ω06 − 2 f γ ω2 γ2 − ω02 − 2 �2 t γ2−ω02 f γω2 γ2 − ω02 + 4 �t γ+ γ2−ω02

f γ ω2 γ2 − ω02 Cos@t ωD −
2 �t γ+ γ2−ω02

f ω γ2 − ω02 I−ω2 + ω02M Sin@t ωD ì
2 γ2 − ω02 I4 γ2 ω2 + Iω2 − ω02M2M

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= ParametricPlot@8X0@t, 1.1, 1, 0.1, 1D, X1@t, 1.1, 1, 0.1, 1D<,8t, 1, 50<, ImageSize → 400, PlotStyle → Black, AxesStyle → 12,

AspectRatio → AutomaticD
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[6]= -3 -2 -1 1 2 3

-4

-2

2

4

Operator ParametricPlot rysuje krzyw¡ na pªaszczy¹nie (x, v), podan¡ w postaci
parametrycznej x = x(t), v = v(t).

4.4 Rezonans

Rozpatrzmy oscylator harmoniczny bez tarcia z siª¡ zewn¦trzn¡ z zerowymi warun-
kami pocz¡tkowymi. Wtedy mamy-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[7]:= X2@t_, ω_, ω0_, f_D =
DSolve A9x '' @t D + ω02 x@t D � f Cos @ω t D, x@0D � 1, x ' @0D � 0=,

x@t D, t E@@1, 1, 2 DD êê Simplify

Out[7]=
f Cos@t ωD − If + ω2 − ω02M Cos@t ω0D−ω2 + ω02

Mianownik rozwi¡zania X2[t, ω, ω0, f ] ze wzoru Out[7] mo»e by¢ równy zero.
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Ustalmy-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[8]:= ω = ω0
Out[8]= ω0
Ostatnia równo±¢ oznacza, »e cz¦stotliwo±¢ ω siªy zewn¦trznej pokrywa si¦ z cz¦-
stotliwo±ci¡ wªasn¡ ω0. Doprowadzi to do zjawiska znanego w �zyce jako rezonans.
Wówczas rozwi¡zanie X2[t, ω0, ω0, f ] traci sens ze wzgl¦du na zerowy mianownik
i trzeba osobno rozwi¡za¢ równanie

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2

0x = f cos(ω0t) : (4.19)-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[9]:= X3@t_, ω0_, f_D =
DSolve A9x '' @t D + ω02 x@t D � f Cos @ω t D, x@0D � 1, x ' @0D � 0=,

x@t D, t E@@1, 1, 2 DD êê Simplify

Out[9]= Cos@t ω0D + f t Sin@t ω0D
2 ω0

Amplituda ostatniego rozwi¡zania ma posta¢-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[10]:= A3@t_, ω0_, f_D = 1 + f t

2 ω0 2

;

Jak wida¢ z ostatniego wzoru amplituda w przypadku rezonansu wzrasta nieograni-
czenie z czasem w odró»nieniu od przypadku ω ̸= ω0.

Zjawisko rezonansu mo»na tak»e zbada¢ bezpo±rednio przez funkcj¦X0[t, ω, ω0, γ, f ]
ze wzoru In[4] wokóª punktu ω = ω0. Niech f = 1, amplituda X0[t, ω, ω0, γ, f ] ma
posta¢ -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[11]:= Clear@ωD; f = 1;

A@ω_, ω0_, γ_D =,ICoefficient@X0@t, ω, ω0, γ, fD, Cos@t ωDD2 +
Coefficient@X0@t, ω, ω0, γ, fD, Sin@t ωDD2M êê Simplify

Out[11]=
1

4 γ2 ω2 + Iω2 − ω02M2
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[12]:= Plot@8A@ω, 1, 0.05D, A@ω, 1, 0.1D, A@ω, 1, 0.2D<, 8ω, 0.8, 1.2<,
PlotStyle → 88Thick, Gray<, 8Thick, Dashed, Black<,8Thick, Dotted, Black<<, PlotRange → All, AxesLabel → 8ω, A<,
LabelStyle → 16, TicksStyle → 12D
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[12]=

0.9 1.0 1.1 1.2
w4

6

8

10

A

Najwi¦ksz¡ warto±¢ amplitudy mo»na dokªadnie wyznaczy¢ przez standardowe ba-
danie funkcji 4γ2ω2+(ω2−ω02)2 w celu wyznaczenia jej minimum wzgl¦dem zmien-
nej ω. Obliczamy pochodn¡ i przyrównujemy j¡ do zera-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[13]:= Dm@ω_, ω0_, γ_D = ∂ωI4 γ2 ω2 + Iω2 − ω02M2M
Out[13]= 8 γ2 ω + 4 ω Iω2 − ω02M-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[14]:= Solve@Dm@ω, ω0, γD � 0, ωD
Out[14]= :8ω → 0<, :ω → − −2 γ2 + ω02 >, :ω → −2 γ2 + ω02 >>
Dla 2γ2 < ω02 pasuje tylko trzeci pierwiastek ω =

√
−2γ2 + ω02.

Do poprzedniego wykresu mo»na dorysowa¢ najwi¦ksz¡ warto±¢ w nast¦puj¡cy spo-
sób (patrz Cz¦±¢ III, rozdziaª po±wi¦cony wykresom):-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[15]:= Mpoint@ω0_, γ_D = : −2 γ2 + ω02 , AB −2 γ2 + ω02 , ω0, γF>
Out[15]= : −2 γ2 + ω02 , 1

4 γ4 + 4 γ2 I−2 γ2 + ω02M >
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[16]:= Plot@8A@ω, 1, 0.05D, A@ω, 1, 0.1D, A@ω, 1, 0.2D<, 8ω, 0.7, 1.3<,
PlotStyle → 88Thick, Gray<, 8Thick, Dashed, Black<,8Thick, Dotted, Black<<, PlotRange → 80, 11<, AxesLabel → 8ω, A<,
Epilog → 88PointSize@0.02D, Point@Mpoint@1, 0.05DD<,8PointSize@0.02D, Point@Mpoint@1, 0.1DD<,8PointSize@0.02D, Point@Mpoint@1, 0.2DD<<, GridLines → Automatic,

LabelStyle → 16, TicksStyle → 12, GridLinesStyle → GrayD
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[16]=

0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3
w2
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6
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A
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Rozdziaª 5

Modele losowe

5.1 Metoda najmniejszych kwadratów (MNK)

5.1.1 Teoretyczny opis MNK

W tym rozdziale przeanalizujemy jedn¡ z metod oszacowania zale»no±ci zmiennej
losowej Y od zmiennej losowej X

Y = f(X). (5.1)

W ekonometrii argument X i warto±¢ funkcji Y nazywaj¡ si¦ odpowiednio zmien-
nymi obja±niaj¡c¡ i obja±nian¡. Takie teoretyczne modele z jedn¡ zmienn¡ najcz¦-
±ciej wykorzystywane s¡ w badaniach statystycznych. W rzeczywisto±ci, musimy
mówi¢ o stochastycznej zale»no±ci f zmiennych Y i X. Jednym z rozwi¡za« b¦dzie
wiec wprowadzenie zmiennej losowej ξ

Y = f(X, ξ). (5.2)

Najcz¦±ciej w zastosowaniach wykorzystywane s¡ modele linowe. Poza tym du»a
ilo±¢ modeli nieliniowych sprowadza si¦ poprzez linearyzacj¦ do modeli liniowych.
Rozpatrzymy liniowy model postaci (5.2), gdy mamy tylko jedn¡ zmienn¡ obja±nia-
j¡c¡ X i addytywn¡ zmienn¡ losow¡

Y = α0 + α1X + ξ. (5.3)

Zwykle badacz nie ma mo»liwo±ci uwzgl¦dnienia wszystkich warto±ci zmiennych Y
i X, a ma do czynienia tylko z niektórymi obserwacjami zmiennych. Wtedy mo-
del (5.3) mo»emy zapisa¢ dla n obserwacji (5.3), gdy mamy tylko jedn¡ zmienn¡
obja±niaj¡c¡ X i addytywn¡ zmienn¡ losow¡

yi = α0 + α1xi + ξi. (5.4)

gdzie yi jest i-t¡ obserwacj¡ zmiennej Y , xi - i-t¡ obserwacj¡ zmiennej X, ξi - i-
t¡ obserwacj¡ skªadnika losowego, i - numerem obserwacji, α0 i α1 - parametrami
modelu.
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Naszym celem jest teraz oszacowanie takich estymatorów a0 i a1 parametrów α0

i α1, »eby suma kwadratów wszystkich odchyle«

ei = yi − zi, i = 1, 2, · · · , n, (5.5)

mi¦dzy empirycznymi yi a teoretycznymi warto±ciami zi, obliczonymi wedªug wzoru
(regresja próby)

zi = a0 + a1xi, i = 1, 2, · · · , n, (5.6)

byªa minimalna, tzn.
n∑

i=1

e2i → min . (5.7)

Równanie
y = a0 + a1x (5.8)

nazywamy równaniem regresji.
W celu wyznaczenia staªych a0 i a1 przepiszemy (5.7) jako funkcj¦ dwóch zmien-

nych a0 i a1:

f(a0, a1) =
n∑

i=1

e2i =
n∑

i=1

(yi − a0 − a1xi)
2. (5.9)

Wyznaczymy punkt (a0, a1), w którym funkcja f(a0, a1) osi¡ga minimum. Przypo-
mnijmy, »e jest to punkt, w którym cz¡stkowe pochodne po a0 i a1 jednocze±nie
równaj¡ si¦ zeru

∂f

∂a0
(a0, a1) = 0, (5.10)

∂f

∂a1
(a0, a1) = 0, (5.11)

i ponadto
∂2f

∂a20

∂2f

∂a21
−
(

∂2f

∂a0∂a1

)2

> 0. (5.12)

Po obliczeniu pochodnych cz¡stkowych z (5.10)�(5.11) otrzymamy ukªad równa«
normalnych wzgl¦dem a0 i a1

n∑
i=1

(yi − a0 − a1xi) = 0, (5.13)

n∑
i=1

xi(yi − a0 − a1xi) = 0. (5.14)

Wykorzystuj¡c (5.5) do (5.13)-(5.14) mamy

n∑
i=1

ei = 0, (5.15)
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n∑
i=1

xiei = 0, (5.16)

co oznacza, »e punkt minimum (a0, a1) to taki punkt, w którym suma reszt i suma
iloczynów reszt przez xi musz¡ równa¢ si¦ zeru.

Teraz znajdziemy rozwi¡zanie ukªadu (5.15)�(5.16). Bior¡c pod uwag¦, »e

n∑
i=1

a0 = na0, (5.17)

zapiszemy równanie (5.15) postaci:

n∑
i=1

yi = na0 + a1

n∑
i=1

xi. (5.18)

Wprowadzamy oznaczenie dla ±redniej arytmetycznej

y :=
1

n

n∑
i=1

yi.

Kreska nad liter¡ w niniejszym rozdziale oznacza ±redni¡ zgodnie z powy»szym wzo-
rem. U»ywaj¡c tego oznaczenia zapiszemy (5.18) w postaci

y = a0 + a1x. (5.19)

Równanie (5.19) dowodzi, »e linia regresji próby zawsze przechodzi przez punkt
(x, y). Zapiszmy równanie (5.16) w postaci

n∑
i=1

xiyi = a0

n∑
i=1

xi + a1

n∑
i=1

x2
i . (5.20)

Z równania (5.19) mamy
a0 = y − a1x. (5.21)

Po uwzgl¦dnieniu (5.21) w (5.20) otrzymujemy

n∑
i=1

xiyi = (y − a1x)
n∑

i=1

xi + a1

n∑
i=1

x2
i . (5.22)

Zapiszmy równanie (5.22) w postaci

n∑
i=1

xiyi − nxy = a1

(
n∑

i=1

x2
i − nx2

)
.

Ostatecznie mamy

a1 =

∑n
i=1 xiyi − nxy∑n
i=1 x

2
i − nx2 . (5.23)
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W praktyce wykorzystuje si¦ inne postaci formuª dla obliczenia a1. Bior¡c pod
uwag¦ to, »e

y
n∑

i=1

(xi − x) = 0

i

x
n∑

i=1

(xi − x) = 0,

licznik i mianownik uªamka z (5.23) mo»emy zapisa¢ postaci:

n∑
i=1

xiyi − nxy =
n∑

i=1

(xi − x)(yi − y), (5.24)

n∑
i=1

x2
i − nx2 =

n∑
i=1

(xi − x)2. (5.25)

St¡d

a1 =

∑n
i=1(xi − x)(yi − y)∑n

i=1(xi − x)2
. (5.26)

4 De�nicja
Wielko±¢

rxy =

∑n
i=1(xi − x)(yi − y)√∑n

i=1(yi − y)2
∑n

i=1(xi − x)2
.

nazywa si¦ wspóªczynnikiem korelacji pomi¦dzy losowymi zmiennymi X i Y z reali-
zacjami xi i yi, odpowiednio.

Wspóªczynnik korelacji speªnia nierówno±¢ −1 ≤ rxy ≤ 1 i wyra»a miar¦ liniowej
zale»no±ci pomi¦dzy X i Y , czyli na ile jest wiarygodne równanie regresji (5.8).

5 De�nicja
Wielko±¢

σx =

√√√√1

n

n∑
i=1

(xi − x)2

nazywa si¦ odchyleniem standardowym zmiennej losowej X.

Odchylenie standardowe wyra»a odchylenie warto±ci zmiennej losowej od ±red-
niej.

U»ywaj¡c wprowadzonych oznacze« zapiszemy (5.26) nast¦puj¡co

a1 = rxy
σy

σx

. (5.27)

Wobec tego wspóªczynniki równania regresji (5.8) maj¡ posta¢ (5.21) i (5.27).
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5.1.2 Zastosowania MNK

Dla zastosowania MNK w pakiecie Mathematica wykorzystujemy operator Fit,
który jest jednym z podstawowych operatorów oprogramowania sªu»¡cym do do-
pasowania nie tylko liniowych, ale i nieliniowych danych za pomoc¡ odpowiednich
przeksztaªce«. Operator ten w prosty sposób pozwala na uzyskanie aproksymacyjnej
krzywej, która odpowiada równaniu liniowej regresji w przypadku prostej. Wpro-
wadzamy dane i rozpatrzmy operatory i wyniki ich zastosowa«. Zauwa»my, »e dane
s¡ wprowadzone na podstawie funkcji trygonometrycznej, lecz aproksymacja jest
wielomianowa-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= T = Table@Sin@iê 10D, 8i, 0, 30<D êê N

Out[1]= 80., 0.0998334, 0.198669, 0.29552, 0.389418, 0.479426, 0.564642,

0.644218, 0.717356, 0.783327, 0.841471, 0.891207, 0.932039,

0.963558, 0.98545, 0.997495, 0.999574, 0.991665, 0.973848,

0.9463, 0.909297, 0.863209, 0.808496, 0.745705, 0.675463,

0.598472, 0.515501, 0.42738, 0.334988, 0.239249, 0.14112<
In[2]:= prosta = Fit@T, 81, x<, xD

Out[2]= 0.555401 + 0.00551705 x
Dla polepszenia w sensie normy kwadratowej MNK korzystamy z aproksymacji wie-
lomianowej stopnia 2 i 3-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= wielomian2 = FitAT, 91, x, x2=, xE
Out[3]= −0.182035 + 0.139596 x − 0.00418998 x2
In[4]:= wielomian3 = FitAT, 91, x, x2, x3=, xE

Out[4]= −0.163527 + 0.133161 x − 0.00369512 x2 − 0.0000103094 x3
Wyniki aproksymacji s¡ przedstawione za pomoc¡ operatora:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= Show@ListPlot@T, PlotStyle → 8Black, PointSize@LargeD<D,
Plot@8prosta, wielomian2, wielomian3<, 8x, 0, 31<,
PlotStyle → 88Thick, Black<<DD
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[5]=

5 10 15 20 25 30-0.2
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Jak wida¢ z wykresów aproksymacja prost¡ nie powiodªa si¦ w tym przypadku.
Natomiast aproksymacja wielomianem stopnia 2 jest bardzo dobra i aproksymacja
wielomianem stopnia 3 ju» nie daje istotnego polepszenia. Zatem w tym przypadku
udaªo si¦ aproksymowa¢ dane z natury trygonometryczne wielomianem stopnia 2.
Mo»na jednak zauwa»y¢, »e dane nie s¡ okresowe czyli taka cecha jak okresowo±¢
nie wyst¦powaªa w tym przykªadzie. Rozpatrzmy inny podobny przykªad, ale ju»
z uwzgl¦dnieniem okresowo±ci.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= T1 = Table@Sin@iê 10D, 8i, 0, 300, 10<D êê N

Out[6]= 80., 0.841471, 0.909297, 0.14112, −0.756802, −0.958924, −0.279415,
0.656987, 0.989358, 0.412118, −0.544021, −0.99999, −0.536573,
0.420167, 0.990607, 0.650288, −0.287903, −0.961397, −0.750987,
0.149877, 0.912945, 0.836656, −0.00885131, −0.84622, −0.905578,−0.132352, 0.762558, 0.956376, 0.270906, −0.663634, −0.988032<

Korzystamy z aproksymacji wielomianowej stopnia 2, 3 i 15:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[7]:= prosta1 = Fit@T1, 81, x<, xD
Out[7]= 0.166009 − 0.00981097 x
In[8]:= wiel2 = FitAT1, 91, x, x2=, xE

Out[8]= 0.173444 − 0.0111627 x + 0.0000422428 x2
In[9]:= wiel3 = FitAT1, 91, x, x2, x3=, xE

Out[9]= 0.609102 − 0.162643 x + 0.0116908 x2 − 0.000242679 x3
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[10]:= wiel5 =
FitAT1, 91, x, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12,

x13, x14, x15=, xE
Out[10]= −61.6274 + 163.369 x − 174.059 x2 + 101.328 x3 − 36.3749 x4 + 8.61138 x5 −

1.40443 x6 + 0.162481 x7 − 0.0135825 x8 + 0.000827771 x9 −
0.0000367592 x10 + 1.17573×10−6 x11 − 2.63642×10−8 x12 +
3.93134×10−10 x13 − 3.50003×10−12 x14 + 1.40736×10−14 x15

Wyniki aproksymacji s¡ przedstawione za pomoc¡ operatora:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[11]:= Show@ListPlot@T1, PlotStyle → 8Black, PointSize@LargeD<D,
Plot@8prosta1, wiel2, wiel3, wiel5<, 8x, 0, 31<,
PlotStyle → 88Thick, Black<<, PlotRange → 8−1.5, 1.5<DD

Out[11]=
5 10 15 20 25 30-1.5
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Jak wida¢ z wykresów aproksymacja wielomianowa daje przyzwoite wyniki dla wie-
lomianu stopnia 15. Mo»na sprawdzi¢, »e wielomiany ni»szych stopni daj¡ gorsze
wyniki. Warto to zrobi¢ korzystaj¡c z powy»szych operatorów zmieniaj¡c stopie«
aproksymacji. Nie jest zaskoczeniem, »e aproksymacja funkcjami trygonometrycz-
nymi jest bardziej skuteczna:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[12]:= approx = Fit@T1, 81, Sin@xD, Cos@xD<, xD
Out[12]= −3.97888×10−17 − 0.841471 Cos@xD + 0.540302 Sin@xD-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[13]:= Show@ListPlot@T1, PlotStyle → 8Black, PointSize@LargeD<D,
Plot@approx, 8x, 0, 31<, PlotStyle → 88Thick, Black<<,
PlotRange → 8−1.5, 1.5<DD
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[13]=
5 10 15 20 25 30-1.0

-0.5

0.5

1.0

Otrzymane wyniki podpowiadaj¡ reguª¦, któr¡ warto stosowa¢ w aproksymacji da-
nych

Zasada jabªka. Jabªko od jabªoni spada niedaleko.

W przypadku wielu zmiennych dla dopasowania danych do równania liniowego
wykorzystujemy operatory-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= data = :80, 0, 0<, 81, 0, 1<, 80, 1, 2<, 81, 1, 0<, :1
2
,
1

2
, 1>>;

In[2]:= plane = Fit@data, 81, x, y<, 8x, y<D
Out[2]= 0.8 − 0.5 x + 0.5 y
In[3]:= Show@Plot3D@plane, 8x, 0, 1<, 8y, 0, 1<, PlotStyle → Opacity@.7D,

PlotRange → 80, 2<D,
Graphics3D@8Red, PointSize@0.05D, Map@Point, dataD<DD

Wyniki s¡ podane na rysunku 5.1.
Teraz te same dane aproksymujemy powierzchni¡ rz¦du 2.

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= quad = FitAdata, 91, x, y, x2, x y, y2=, 8x, y<E
Out[4]= −2.28167×10−15 + 1.76087 x − 0.76087 x2 + 2.23913 y − 3. x y − 0.23913 y2
In[5]:= Show@Plot3D@quad, 8x, 0, 1<, 8y, 0, 1<, PlotStyle → Opacity@.7D,

PlotRange → 80, 2<D,
Graphics3D@8Red, PointSize@0.05D, Map@Point, dataD<DD

Wyniki s¡ podane na rysunku 5.2.
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[3]=

Rysunek 5.1: Podpasowanie danych za pomoc¡ pªaszczyzny

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[5]=

Rysunek 5.2: Podpasowanie danych za pomoc¡ powierzchni rz¦du 2

Mathematica posiada wiele mo»liwo±ci optymalizacji aproksymacji. Rozpatrzy
dane losowe
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= ListPlotA
XY = TableA9x, �−.25 x Cos@3 xD + .1 RandomReal@NormalDistribution@DD=,8x, 0, 5, .1<E, PlotStyle → PointSize@MediumDE

Out[1]=

1 2 3 4 5-0.5

0.5

1.0

Rozwa»my aproksymacj¦ za pomoc¡ funkcji eax cos bx-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= F =IModel = NonlinearModelFitAXY, �a x Cos@b xD, 88a, 0<, 8b, 1<<,
x, Method → AutomaticEM@"BestFit"D

Out[2]= �−0.245213 x Cos@3.01218 xD
W celu ogl¡dania danych mo»na korzysta¢ z operatora MenuView, w którym podane
s¡ wyniki wielu standardowych funkcji aproksymacji. Na przykªad-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= MenuView@8�, � → Dynamic@Model@�D< & ê@ Model@"Properties"D,
"BestFit", ImageSize → AutomaticD-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Out[3]=

SinglePredictionErrors80.100803, 0.100817, 0.100855, 0.100912, 0.100983,

0.101063, 0.101155, 0.101261, 0.101384, 0.101521,

0.101666, 0.101808, 0.101937, 0.102047, 0.102138,

0.102221, 0.102309, 0.102415, 0.102546, 0.102696,

0.102851, 0.102989, 0.103094, 0.103157, 0.103183,

0.103191, 0.103203, 0.10324, 0.103314, 0.10342, 0.103539,

0.103645, 0.103714, 0.103734, 0.103706, 0.103651,

0.103594, 0.103562, 0.103571, 0.103621, 0.103696,

0.103769, 0.103814, 0.103811, 0.10376, 0.103674,

0.103578, 0.1035, 0.103459, 0.103462, 0.103497<
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Mo»na tak»e wykona¢ aproksymacje w postaci symbolicznej-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= data = 880, 1<, 81, 0<, 83, 2<, 85, 4<<;
In[2]:= ss@a, bD = Block@8x = data@@All, 1DD, y = data@@All, 2DD, res<,

res = y − Ha + b xL; res.resD
Out[2]= H1 − aL2 + H4 − a − 5 bL2 + H2 − a − 3 bL2 + H−a − bL2
Wyznaczamy minimum powy»szej funkcji-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= Minimize@ss@a, bD, 8a, b<D
Out[3]= :96

59
, :a → 11

59
, b → 41

59
>>

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= N@a + b x ê. %@@2DDD
Out[4]= 0.186441 + 0.694915 x-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[5]:= Fit@data, 81, x<, xD
Out[5]= 0.186441 + 0.694915 x

Podobn¡ aproksymacj¦ mo»na tak»e wykona¢ dla wielomianu stopnia drugiego
a+ bx+ cx2:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= ss@a, b, cD = Block@8x = data@@All, 1DD,
y = data@@All, 2DD, res<,

res = y − Ha + b x + c x^2L; res.resD
Out[6]= H1 − aL2 + H4 − a − 5 b − 25 cL2 + H2 − a − 3 b − 9 cL2 + H−a − b − cL2
Minimum funkcji wyznaczamy w postaci symbolicznej:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[7]:= Minimize@ss@a, b, cD, 8a, b, c<D
Out[7]= :128

199
, :a → 135

199
, b → − 53

199
, c → 38

199
>>

In[8]:= NAa + bx + c x2 ê. %@@2DDE
Out[8]= 0.678392 + bx + 0.190955 x2
Obliczamy wspóªczynniki za pomoc¡ operatora Fit:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[9]:= FitAdata, 91, x, x2=, xE
Out[9]= 0.678392 − 0.266332 x + 0.190955 x2
Zwi¦kszamy stopie« aproksymacyjnego wielomianu do 3:
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[10]:= data = 880, 1<, 81, 0<, 83, 2<, 85, 4<<;
FitAdata, 91, x, x2, x3=, xE

Out[11]= 1. − 2.06667 x + 1.2 x2 − 0.133333 x3
Wynik podajmy za pomoc¡ wielomianu interpolacyjnego:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[12]:= InterpolatingPolynomial@data, xD
Out[12]= 1 + −1 + 2

3
− 2

15
H−3 + xL H−1 + xL x-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[13]:= N@Expand@%DD
Out[13]= 1. − 2.06667 x + 1.2 x2 − 0.133333 x3

W badaniach statystycznych bardzo wa»n¡ rol¦ odgrywa rozkªad normalny, g¦-
sto±¢ którego ma posta¢

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 . (5.28)

Dopasowanie danych do rozkªadu normalnego przeprowadza si¦ nast¦puj¡co:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[14]:= data = Block@8r = RandomReal@100, 100D<,
Transpose@8r, Exp@−Hr − 50L^2ê10D + RandomReal@.1, 100D<DD;

lp = ListPlot@data, PlotRange → All, PlotStyle −> PointSize@0.015DD
20 40 60 80 100

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Rysunek 5.3: Dopasowanie danych do rozkªadu normalnego

Dopasowanie danych do wielomianów wy»szych stopni wykonuje si¦ w ten sam
sposób:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[16]:= nbasis@n_IntegerD@x_D := Table@x^k, 8k, 0, n<D
In[17]:= nbasis@10D@xD

Out[17]= 91, x, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10=
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Zale»no±¢ dopasowania danych od stopnia wielomianu przedstawiona jest na rysunku
5.4. Warto zwróci¢ uwag¦ tak»e na operator Table zastosowany do wykresów funkcji.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[18]:= Table@
fit = Fit@data, nbasis@nD@xD, xD;
Show@Plot@fit, 8x, 0, 100<, PlotRange → AllD, lp,

PlotRange → 8−.25, 1<, PlotLabel → "n = " <> ToString@nDD,8n, 10, 40, 10<D:
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Rysunek 5.4: Dopasowanie danych do rozkªadu normalnego w zale»no±ci od liczby bazo-

wych funkcji n. Funkcje bazowe xi (i = 0, 1, 2, . . . , n).

Rozpatrzmy teraz model harmoniczny cosωt o cz¦stotliwo±ci ω ze skªadnikiem
losowym wprowadzonym za pomoc¡ operatora RandomReal:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= model = a Cos@ω tD;
In[2]:= data = Table@8t, Cos@2.1 tD<, 8t, 0, 10, .25<D + RandomReal@.1, 41D;
Dopasujemy dane do modelu z dodatnimi amplitudami i cz¦stotliwo±ciami pomi¦dzy
1 a 2: -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[3]:= fit = FindFit@data, 8model, 8a > 0, 1 < ω < 2<<, 8a, ω<, tD
Out[3]= 8a → 0.88505, ω → 2.<
Modele teoretyczny i losowy s¡ porównane na rysunku 5.5 :

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= Show@Plot@model ê. fit, 8t, 0, 10<D, ListPlot@dataD,
PlotRange → AllD
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Rysunek 5.5: Porównanie modeli: teoretycznego i losowego

Dopasowanie mo»na polepszy¢ uzupeªniaj¡c funkcj¦ bazowe przez funkcj¦ sinus.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[7]:= model = a Exp@−b Hx − cL^2D + d Sin@ω x + φD;
In[8]:= data =

Table@8x, model ê. 8a → 2, b → 1, c → 0, d → 2, ω −> 0.67, φ −> 0.1<<,8x, −5, 5, .1<D + RandomReal@.25, 101D;
Szukamy wszystkich parametrów a, b, c, d, ω, ϕ:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[9]:= f1 = FindFit@data, model, 8a, b, c, d, ω, φ<, xD
Out[9]= 8a → 3.1891, b → 0.400178, c → 3.61834,

d → 2.1364, ω → 0.896837, φ → 0.836794<
Inny sposób szukania parametrów a, b, c, d, ω, ϕ zaczynaj¡c od zerowego przybli»enia
dla c:

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[10]:= f2 = FindFit@data, model, 8a, b, 8c, 0<, d, ω, φ<, xD
Out[10]= 8a → 2.2213, b → 0.736524, c → 0.133385,

d → 1.97829, ω → 0.671181, φ → −0.0615413<
Na rysunku 5.6 s¡ porównane te dwa sposoby dopasowania parametrów:-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[11]:= Show@Plot@Evaluate@model ê. 8f1, f2<D, 8x, −5, 5<,
PlotStyle → 8Dashed, Green<D, ListPlot@dataD, PlotRange → AllD

5.2 Metoda Monte Carlo

Za pomoc¡ metod Monte Carlo mo»emy szacowa¢ nieznane warto±ci, buduj¡c od-
powiednie schematy symulacyjne oraz odpowiednio interpretuj¡c rezultaty ich dzia-
ªania. Przedstawimy czytelnikowi ogóln¡ koncepcj¦ szacowania nieznanych warto±ci
na podstawie wyznaczenia przybli»enia liczby π.
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Rysunek 5.6: Porównanie dwóch sposobów dopasowania parametrów. Ci¡gªa linia od-

powiada ogólnemu dopasowaniu, kreskowana linia odpowiada pocz¡tkowemu zerowemu

wyborowi parametru c.

Wiemy, »e π jest polem koªa o promieniu dªugo±ci 1, zatem oszacowanie pola
takiego koªa jest jednocze±nie oszacowaniem liczby π. Niech Ω b¦dzie kwadratem
o boku dªugo±ci 2, A - koªem wpisanym w ten kwadrat. Przeprowadzamy nast¦pu-
j¡ce do±wiadczenie. W sposób przypadkowy rzucamy n punktów na kwadrat. Cz¦±¢
tych punktów, powiedzmy m, tra� do koªa. Niech liczba n b¦dzie dostatecznie
du»a. Wówczas mo»na oczekiwa¢, »e stosunek m

n
, nazywany w statystyce cz¦sto±ci¡

zdarzenia, b¦dzie bliski stosunkowi pola koªa do pola kwadratu, który w naszym
przypadku wynosi π

4
. Wobec tego liczba 4m

n
b¦dzie bliska szukanej warto±ci π.

Strategia dziaªania jest ju» gotowa - wystarczy j¡ teraz zrealizowa¢. Mathematica
pomo»e nam w budowaniu symulacji n-krotnego losowania punktu z kwadratu Ω.
Okre±lmy ile punktów wylosujemy.

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= n = 2000;

Losowanie punktu z kwadratu mo»emy traktowa¢ jako losowanie ka»dej ze wspóª-
rz¦dnych oddzielnie (czyli liczby z przedziaªu o dªugo±ci 2). Zapiszmy wynik n-
krotnego losowania w postaci listy oraz przedstawmy go gra�cznie (rys. 5.7)

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= pkt = Table@8RandomReal@8−1, 1<D, RandomReal@8−1, 1<D<, 8n<D;
In[3]:= Graphics@88EdgeForm@DashedD, White, Rectangle@8−1, −1<, 81, 1<D<,8EdgeForm@DashedD, Lighter@Gray, 0.75D, Disk@D<,

Darker@Gray, .1D, Point ê@ pkt, Black<D
Za pomoc¡ funkcji Select odrzucimy z listy punkty le»¡ce poza koªem.-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[4]:= pkt = SelectApkt, �P1T2 + �P2T2 ≤ 1 &E;
In[5]:= Graphics@88EdgeForm@DashedD, White, Rectangle@8−1, −1<, 81, 1<D<,8EdgeForm@DashedD, Lighter@Gray, 0.75D, Disk@D<,

Darker@Gray, .1D, Point ê@ pkt, Black<D
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Rysunek 5.7: Kwadrat z chmur¡ punktów losowych

Dªugo±¢ powstaªej w ten sposób listy jest liczb¡ m.
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[6]:= dA = Length@pktD
Out[6]= 1563

Zatem oszacowaniem π jest poni»sza liczba. Wyznaczmy tak»e bª¡d bezwzgl¦dny
oblicze«.

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[7]:= P = 4
dA

n
êê N

Out[7]= 3.126

In[8]:= N@Abs@π − PD, 10D
Out[8]= 0.0155927

Na podstawie powy»szych operacji stwórzmy gotow¡ funkcj¦, której argumentem
b¦dzie liczba losowa«, natomiast warto±ci¡ - lista zwieraj¡ca oszacowanie liczby
π oraz bª¡d bezwzgl¦dny oblicze«.

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[9]:= pmc@n_D :=:P =
LengthASelectATable@RandomReal ê@ 88−1, 1<, 8−1, 1<<, 8n<D,�P1T2 + �P2T2 ≤ 1 &EE 4

n
, Abs@π − PD> êê N

Wykonajmy obliczenia dla n = 25000, 100000.
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[10]:= pmc ê@ 825 000, 100000<
Out[10]= 883.1688, 0.0272073<, 83.14032, 0.00127265<<
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Rozdziaª 6

Jednowymiarowe zagadnienia

stacjonarne

6.1 Wprowadzenie

T1

T2

Rysunek 6.1: Rozkªad

temperatury wewn¡trz

±ciany

W rozdziale 1.1.1 w celu utworzenia modelu matematycz-
nego na pocz¡tek trzeba byªo odpowiedzie¢ na pytania
�gdzie� i �kiedy�. Trzeba byªo opisa¢ czas i przestrze«,
w której zachodzi proces. Z czasem jest ªatwo, bowiem
wzrasta on od czasu pocz¡tkowego t0 do czasu ko«co-
wego t1. Niekiedy pasuje przyj¡¢ t0 = 0, albo t0 = −∞
oraz t1 = +∞. Wi¦c czas t ∈ R jest jednowymiarowy.
Zmienna przestrzenna x = (x, y, z) jest wektorem prze-
strzeni trójwymiarowej R3. Jednak w niektórych przy-
padkach rozpatrywane zjawisko jest istotnie jednowymia-
rowe czyli zale»y tylko od jednej zmiennej przestrzennej,
powiedzmy x. W tym przypadku warto opisa¢ zjawisko
u»ywaj¡c tylko zmiennych x i t (patrz zasada najprost-
szego modelu). Przej±cie od geometrii trójwymiarowej
do jednowymiarowej jest pokazane na rysunkach 6.1-6.3.

Jednowymiarowe zagadnienia powstaj¡ równie», gdy
mamy symetri¦ walcow¡ (rys. 6.4) albo kulist¡ (rys. 6.5). W pewnych przykªadach
takiej symetrii nie ma, ale proces mo»e by¢ zbadany lokalnie w otoczeniu pewnego
punktu P , gdzie lokalne �zyczne wielko±ci mog¡ by¢ opisane za pomoc¡ zagadnienia
jednowymiarowego (rys. 6.6).

W zagadnieniach jednowymiarowych trzeba uwa»a¢ na niektóre jednostki. Na
przykªad g¦sto±¢ drutu jednowymiarowego ρ1 ma wymiar kg

m
, chocia» standardowa

g¦sto±¢ ρ3 ma wymiar kg
m3 . Uproszczenie R3 → R, które w matematyce nazywane jest

rzutem, przeksztaªca tak»e wymiar m3 → m, co prowadzi do zale»no±ci wymiarów
[ρ3] = [ρ1]m

−2.
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Rysunek 6.2: Je»eli w ka»dej pªaszczy¹nie prostopadªej do osi Ox mamy funkcj¦

u (x, t) niezale»n¡ od y i z, to w opisie geometrycznym mo»na zamiast póªprzestrzeni{
(x, y, z) ∈ R3 : x > 0

}
rozpatrywa¢ póªprost¡ {x ∈ R : x > 0}

Rysunek 6.3: Przedstawienie trójwymiarowego zagadnienia dla materiaªu warstwowego

jako zagadnienia dwuwymiarowego

Niniejsza cz¦±¢ jest po±wi¦cona zagadnieniom jednowymiarowym, gdy zmienna
przestrzenna x nale»y do prostej R. Oczywi±cie czas tmo»na rozpatrywa¢ jako drug¡
zmienn¡, o ile rozpatrywany proces nie jest stacjonarny.

Inny typ uproszcze« polega na eliminacji z modelu czasu, je±li badane zjawisko
wolno zmienia si¦ w czasie. Rozpatrzmy jednowymiarowe zagadnienie stacjonarne,
gdy proces zale»y tylko od jednej zmiennej przestrzennej x i nie zale»y od czasu. Tak
naprawd¦ wszystko jest obserwowane w czasie i formalnie zale»y od czasu, ale cz¦-
sto warto zapomnie¢ o zmiennej t. Na przykªad rozkªad temperatury w ±cianie (rys.
6.1), gdy temperatura na ulicy i w mieszkaniu jest ustalona (na ulicy staªa T1, w
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mieszkaniu staªa T2 > T1). W ±cianie zachodzi przepªyw ciepªa wskutek ró»nicy tem-
peratur T2−T1, ale ten przepªyw nie zmienia si¦ w czasie, bo zewn¦trzne warunki nie
zale»¡ od t. W takich przypadkach mo»na wprowadza¢ jednostki mierzalne w jed-
nostce czasu, na przykªad stacjonarny strumie« cieplny w tym przypadku mo»na
mierzy¢ w cal

sec m2 , gdzie cal oznacza kalori¦ (1cal = 4.1855J).

Rysunek 6.4: Je±li w ka»dym przekroju koªowym walca mamy ten sam rozkªad tempera-

tury, to zamiast walca w R3 mo»na rozpatrywa¢ koªo w R2. Z kolei, je±li rozkªad tempe-

ratury zale»y tylko od odlegªo±ci od punktu O, to zamiast koªa w R2 mo»na rozpatrywa¢

póªo± r > 0

Rysunek 6.5: Je±li rozkªad temperatury w kuli o promieniu r0 zale»y tylko od odlegªo±ci

od ±rodka kuli, to zagadnienie sprowadza si¦ do odcinka [0, r0]
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Rysunek 6.6: Lokalne przedstawienie obszaru jako póªpªaszczyzny w otoczeniu x0

6.2 Równania rz¦du drugiego

Rozwa»my jednowymiarowy stacjonarny przepªyw ciepªa na odcinku [a, b]. Pod-
stawowe wielko±ci �zyczne tego procesu to rozkªad temperatury w postaci funkcji
u(x) okre±lonej na [a, b] i g¦sto±¢ strumienia cieplnego w postaci funkcji q(x) tak»e
okre±lonej na [a, b]. G¦sto±¢ strumienia cieplnego q(x) jest zwi¡zana ze strumie-
niem cieplnym. Niech Q∆x oznacza strumie« cieplny na odcinku (x, x + ∆x) czyli
Q∆x jest ilo±ci¡ ciepªa przechodz¡cego przez ten odcinek w jednostce czasu. Wtedy
±rednia g¦sto±¢ strumienia cieplnego na tym odcinku wynosi Q∆x

∆x
. Przechodz¡c do

granicy ∆x → 0 otrzymujemy g¦sto±¢ strumienia cieplnego q(x). W teorii przewod-
no±ci cieplnej cz¦sto opuszczane jest sªowo �g¦sto±¢� i mówi si¦ po prostu �strumie«
cieplny q(x)�. B¦dziemy dalej u»ywa¢ tej terminologii.

Rozpatrzmy na pocz¡tek proces bez¹ródªowy, gdy na odcinku [a, b] nie ma ¹ródeª
i ubytków ciepªa. Wtedy w »adnym punkcie x ciepªo nie znika i nie powstaje, co
prowadzi do zachowania strumienia q przy zmianie wspóªrz¦dnej przestrzennej:

dq

dx
= 0 dla x ∈ [a, b]. (6.1)

Do±wiadczalne prawo Fouriera (1822 r.) gªosi, »e ilo±¢ ciepªa (w jednostce czasu)
przechodz¡ca przez odcinek o dªugo±ci∆x jest proporcjonalna do ró»nicy temperatur
i odwrotnie proporcjonalna do ∆x

Q∆x = −λ
∆u

∆x
. (6.2)

Staªa λ nazywa si¦ wspóªczynnikiem przewodno±ci cieplnej i zale»y od materiaªu.
Znak λ jest zawsze dodatni, minus w (6.2) pokazuje, »e ciepªo zawsze przechodzi od
gor¡cego do zimnego. Prawo (6.2) ma posta¢ dyskretn¡. Przechodz¡c do granicy
∆x → 0 otrzymujemy posta¢ prawa Fouriera w postaci ró»niczkowej

q = −λ
du

dx
. (6.3)

Równo±ci (6.1), (6.3) s¡ podstawowymi prawami jednowymiarowego stacjonarnego
przepªywu ciepªa. Podstawiaj¡c (6.3) do (6.1) i pami¦taj¡c, »e λ jest staª¡, otrzy-
mujemy równanie ró»niczkowe na rozkªad temperatury

d2u

dx2
= 0 dla x ∈ (a, b). (6.4)
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3 Uwaga
W równaniu (6.4) wyst¦puje odcinek otwarty (a, b). Zwi¡zane jest to z tym, »e u ∈
C1[a, b]∩C2(a, b) czyli funkcja u jest ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy w domkni¦tym
odcinku [a, b] i ró»niczkowalna dwukrotnie w sposób ci¡gªy w otwartym odcinku (a, b).
Te wªasno±ci u s¡ zwi¡zane z wymaganiem na strumie«: q ∈ C[a, b] ∩ C1(a, b).
Warunek na strumie« q ∈ C1(a, b) musi by¢ narzucony z powodu prawa (6.1). To
prawo niekoniecznie ma by¢ speªnione w ko«cach przedziaªu. Lewo- i prawostronna
ci¡gªo±¢ strumienia w ko«cach przedziaªu wynika z �zycznego warunku bilansu ciepªa
w tych brzegowych punktach.

Ogólne rozwi¡zanie równania (6.4) ma posta¢

u(x) = C1x+ C2, (6.5)

gdzie C1 i C2 s¡ dowolnymi staªymi, poniewa» druga pochodna funkcji mo»e by¢
równa zero tylko w przypadku funkcji liniowej (6.5). Z tego wynika, »e stacjonarny
rozkªad temperatury w ±cianie jest zawsze liniowy (rys. 6.7). Wobec tego prosty
rozkªad temperatury na rysunku 6.1 zostaª w peªni uzasadniony.

0 b x

u

a

Rysunek 6.7: Liniowy rozkªad temperatury u na przedziale (a, b)

Niech teraz rozwa»any materiaª zawiera ¹ródªa i upusty opisane poprzez g¦sto±¢
funkcji osobliwo±ci f(x)1. Wówczas równanie (6.1) mo»e by¢ poprawione nast¦pu-
j¡co

dq

dx
= f(x) dla x ∈ [a, b]. (6.6)

Dana funkcja f jest ograniczona w [a, b]. B¦dziemy uwa»a¢ dalej, »e funkcja f jest
ci¡gªa w [a, b] z wyj¡tkiem sko«czonej liczby punktów, w których f posiada granice

1Taka sytuacja ma miejsce w przypadku reakcji chemicznej, która zachodzi równolegle z prze-
pªywem ciepªa. Jest to pewnym uproszczeniem modelu wspóªzale»no±ci przewodno±ci cieplnej
i transportu masy z uwzgl¦dnieniem reakcji chemicznych [11].
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jednostronne. W jednostce czasu w przedziale (c, d) ⊂ (a, b) powstaje ilo±¢ ciepªa
mierzona jako pole pod wykresem funkcji g¦sto±ci ¹ródeª i upustów f(x) na (c, d).

Podstawiaj¡c (6.3) do (6.6), otrzymujemy równanie ró»niczkowe na rozkªad tem-
peratury

d2u

dx2
= −h(x) dla x ∈ (a, b), (6.7)

gdzie h(x) = f(x)
λ
. Dla jednoznacznego wyznaczenia rozkªadu temperatury nale»y

poda¢ warunki brzegowe w punktach x = a i x = b.

Warunek Dirichleta. Niech na brzegu b¦dzie podana temperatura, czyli niech
znane b¦d¡ staªe α i β, dla których

u(a) = α, u(b) = β. (6.8)

Trójka {h, α, β} tworzy dane zagadnienia Dirichleta (6.7)�(6.8). Mo»na zauwa-
»y¢, »e równania te opisuj¡ zagadnienie liniowe, czyli model przepªywu ciepªa (6.7)�
(6.8) jest liniowy. Dla wyznaczenia u wystarczy rozwi¡za¢ dwa zagadnienia z danymi
{h, 0, 0} i {0, α, β} i wyniki doda¢.

4 Twierdzenie (o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania)
Niech funkcja h b¦dzie ci¡gªa w [a, b]. Wtedy zagadnienie Dirichleta (6.7)�(6.8)
zawsze posiada jedno i tylko jedno rozwi¡zanie u ∈ C1[a, b] ∩ C2(a, b).

Dowód tego twierdzenia mo»na znale¹¢ na przykªad w ksi¡»ce [19].

Niekiedy w zastosowaniach potrzebne s¡ badania równania (6.7) dla bardziej
ogólnych klas funkcji. Niech funkcja h, która wyst¦puje po prawej stronie równania
(6.7), b¦dzie ci¡gªa w [a, b] z wyj¡tkiem punktu x0, dla którego h(x0+0) ̸= h(x0−0).
Wówczas u′′(x0+0) ̸= u′′(x0−0), tzn. funkcja u nale»y do klasy C1[a, b]∩(C2(a, x0)∩
C2(x0, b)).

6 De�nicja
Funkcja

H(x) =


0, x < 0,

1, x > 0,
(6.9)

nazywa si¦ funkcj¡ Heaviside'a.

4 Przykªad
Niech punkt x0 nale»y do przedziaªu (0, 1). Rozpatrzmy zagadnienie Dirichleta dla
równania (6.7) w przedziale (0, 1) z α = β = 0, h(x) = H(x − x0), gdzie H jest
funkcj¡ Heaviside'a. Wtedy równanie (6.7) ma posta¢

d2u

dx2
= 0 dla x ∈ (0, x0) (6.10)
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oraz
d2u

dx2
= −1 dla x ∈ (x0, 1). (6.11)

Caªkuj¡c dwukrotnie (6.10) otrzymujemy

u = C1x+ C3 dla x ∈ (0, x0).

Z warunku u(0) = 0 wynika, »e C3 = 0. Wówczas

u = C1x dla x ∈ [0, x0). (6.12)

Analogicznie

u = −(x− 1)2

2
+ C2(1− x) dla x ∈ (x0, 1]. (6.13)

Funkcja u′(x) musi by¢ ci¡gªa w [0, 1], w szczególno±ci

u′(x0+) = u′(x0−). (6.14)

Mi¦dzy innymi równo±¢ (6.14) wyra»a ci¡gªo±¢ strumienia w punkcie x0, co z kolei
wynika z prawa zachowania ciepªa lokalnie w punkcie x0. Ci¡gªo±¢ temperatury
w punkcie x0 implikuje

u(x0+) = u(x0−). (6.15)

Dwie równo±ci (6.14)�(6.15) stanowi¡ liniowy ukªad wzgl¦dem staªych C1 i C2
C1 = 1− x0 − C2, ,

C1x0 = −1
2
(x0 − 1)2 + C2(1− x0).

(6.16)

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[2]:= SolveB:C1 � 1 − x0 − C2, C1 x0 � − 1
2
Hx0 − 1L2 + C2 H1 − x0L>, 8C1, C2<F

Out[2]= ::C1 → 1

2
I1 − 2 x0 + x02M, C2 → 1

2
I1 − x02M>>

St¡d

u(x) =


(1−x0)2

2
x, x ∈ [0, x0],

− (1−x)2

2
+

1−x2
0

2
(1− x), x ∈ [x0, 1].

(6.17)
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Rysunek 6.8: Rozkªad temperatury u, strumienia cieplnego q = −λu′ (gdy λ = 1) i funkcji
u′′(x) = −H(x− x0)

6.3 Jednowymiarowa funkcja Greena

Rozpatrzmy zagadnienie (6.7)�(6.8) dla danych {h, 0, 0}, tzn.

d2u

dx2
= −h(x) dla x ∈ (a, b), (6.18)
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u(a) = 0, u(b) = 0. (6.19)

Pomnó»my obie strony równania (6.18) przez x− a i obliczmy caªk¦

−
∫ b

a

(x− a)u′′(x)dx =

∫ b

a

(x− a)h(x)dx.

St¡d ∫ b

a

(x− a)u′′(x)dx+

∫ b

a

(x− a)h(x)dx = 0. (6.20)

Na podstawie wzoru caªkowania przez cz¦±ci, przy uwzgl¦dnieniu warunków brzego-
wych (6.19), obliczmy pierwsz¡ caªk¦∫ b

a

(x− a)u′′(x)dx = (x− a)u′(x)|ba −
∫ b

a

u′(x)dx = (b− a)u′(b)

Wtedy (6.20) przyjmuje posta¢

(b− a)u′(b) +

∫ b

a

(x− a)h(x)dx = 0. (6.21)

Mno»¡c obie strony równania (6.18) przez b− x i powtarzaj¡c powy»sze przeksztaª-
cenia otrzymujemy

−(b− a)u′(a) +

∫ b

a

(b− x)h(x)dx = 0. (6.22)

Zastosujemy do równania (6.18) dwa razy operator caªkowania od a do x

d2u

dx2
= −h(x) ⇔

∫ x

a

u′′(ξ)dξ = −
∫ x

a

h(ξ)dξ ⇔

u′(x) = u′(a)−
∫ x

a

h(ξ)dξ ⇔

u(x) =

∫ x

a

u′(η)dη = u′(a)(x− a)−
∫ x

a

dν

∫ η

a

h(η)dη.

(6.23)

Dla przeksztaªcenia ostatniej iterowanej caªki do pojedynczej udowodnimy nast¦pu-
j¡cy wzór Cauchy'ego ∫ x

a

dξ

∫ ξ

a

h(η)dη =

∫ x

a

(x− ξ)h(ξ)dξ. (6.24)

Dla x = a wzór (6.24) jest prawdziwy. Ró»niczkujemy obie strony (6.24) po x. Lewa
strona przyjmuje posta¢

L′ =

∫ x

a

h(ξ)dξ,

Prawa strona sprowadza si¦ do tego samego wyra»enia

P ′ =

(
(x− a)

∫ x

a

h(ξ)dξ −
∫ x

a

(ξ − a)h(ξ)dξ

)′

=

∫ x

a

h(ξ)dξ.
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Zastosujemy (6.24) do wzoru (6.23)

u(x) = u′(a)(x− a)−
∫ x

a

(x− ξ)h(ξ) dξ.

Ze wzoru (6.22) wyznaczamy u′(a) i podstawiamy do ostatniego wzoru, wykonuj¡c
proste przeksztaªcenia caªek

u(x) =
x− a

b− a

∫ b

a

(b− ξ)h(ξ) dξ −
∫ x

a

(x− ξ)h(ξ) dξ =

=

∫ x

a

[
x− a

b− a
(b− ξ)− (x− ξ)

]
h(ξ) dξ +

∫ b

x

x− a

b− a
(b− ξ)h(ξ) dξ =

=

∫ x

a

(ξ − a)(b− x)

b− a
h(ξ) dξ +

∫ b

x

(x− a)(b− ξ)

b− a
h(ξ) dξ.

Wobec tego

u(x) =

∫ b

a

g(x, ξ)h(ξ)dξ, (6.25)

gdzie funkcja

g(x, ξ) =


1

b−a
(ξ − a)(b− x), a ≤ ξ ≤ x,

1
b−a

(x− a)(b− ξ), x ≤ ξ ≤ b,
(6.26)

nazywa si¦ funkcj¡ Greena zagadnienia (6.18)�(6.19). Mo»na zauwa»y¢, »e struktura
tej funkcji odpowiada operatorowi czarnej skrzynki. Operator okre±lony po prawej
stronie (6.26) przeksztaªca funkcj¦ h w funkcj¦ u (dane do wyniku). Mo»na tak»e
zauwa»y¢, »e ten operator jest liniowy.

Zamienimy miejscami x i ξ w (6.26)

g(ξ, x) =


1

b−a
(x− a)(b− ξ), a ≤ x ≤ ξ,

1
b−a

(ξ − a)(b− x), ξ ≤ x ≤ b.
(6.27)

Porównuj¡c pierwszy wiersz (6.26) i drugi (6.27) otrzymujemy, »e

g(x, ξ) = g(ξ, x) (6.28)

dla a ≤ ξ ≤ x ≤ b. Podobne porównanie drugiego wierszu (6.26) i pierwszego (6.27)
prowadzi do (6.28) dla a ≤ x ≤ ξ ≤ b. Wobec tego wzór (6.28) ma miejsce dla
wszystkich dopuszczalnych x i ξ, co oznacza symetryczno±¢ funkcji g(x, ξ) wzgl¦dem
zmiennych.

Wykres funkcji g(x, ξ) zostaª przedstawiony na rysunku 6.9.
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Rysunek 6.9: Wykres funkcji g(x, ξ)

Rozwi¡zanie ogólnego zagadnienia

d2u

dx2
= −h(x) dla x ∈ (a, b), (6.29)

u(a) = α, u(b) = β, (6.30)

ma posta¢

u(x) =

∫ b

a

g(x, ξ)h(ξ)dξ + (b− x)α+ (x− a)β. (6.31)

Caªka z (6.31) jest rozwi¡zaniem zagadnienia z danymi {h, 0, 0}, liniowa funkcja
(b− x)α+ (x− a)β jest rozwi¡zaniem zagadnienia z danymi {0, α, β}. Z liniowo±ci
modelu wynika, »e suma tych rozwi¡za« jest rozwi¡zaniem ogólnego zagadnienia
z danymi {h, α, β}.

6.4 Funkcja Greena jako funkcja ¹ródªa

W modelowaniu matematycznym nie nale»y zapomina¢ o pocz¡tkowym �zycznym
(technicznym, ekonometrycznym itp.) zagadnieniu, poniewa» trudno±ci matema-
tyczne powstaj¡ce przy rozwi¡zywaniu zagadnienia mog¡ by¢ rozstrzygni¦te na po-
ziomie czysto �zycznym. Co wi¦cej interpretacja �zyczna pomaga w zrozumieniu
abstrakcyjnych poj¦¢ matematycznych.

Zasada interpretacji. Je±li s¡ trudno±ci w matematycznym zagadnieniu, przed-
staw go w j¦zyku niematematycznym, u»yj zdrowego rozs¡dku. Inne spojrzenie na
zagadnienie mo»e pomóc w jego rozwi¡zaniu.

Mo»na równie» pozosta¢ na gruncie matematyki i zinterpretowa¢ zagadnienie
geometrycznie. Geometria i wizualizacja mog¡ pomóc w zupeªnie niegeometrycz-
nych zagadnieniach.

83



W niniejszym rozdziale poka»emy jak interpretacja �zyczna pomaga w matema-
tycznym modelowaniu punktowych osobliwo±ci, gdy g¦sto±ci przyjmuj¡ niesko«cze-
nie wielkie warto±ci. Dla �zycznego opisu zjawisk przyjmijmy j¦zyk przewodno±ci
cieplnej z wielu mo»liwych (patrz Tablica na ko«cu rozdziaªu). Rozpatrzmy model
jednowymiarowego procesu przewodzenia ciepªa (6.18)�(6.19)

d2u

dx2
= −h(x) dla x ∈ (a, b), (6.32)

u(a) = 0, u(b) = 0. (6.33)

Funkcja h opisuje jednowymiarowy rozkªad ¹ródeª i upustów w przedziale [a, b]. Jak
mo»na za pomoc¡ funkcji h opisa¢ upust ciepªa skupiony tylko w jednym punkcie
x = ξ? Trudno±¢ polega na tym, »e punkt jest obiektem o wymiarze zero, natomiast
h opisuje rozkªad jednowymiarowy. Niech ε b¦dzie wystarczaj¡co maª¡ dodatni¡
liczb¡. Niech odcinek (ξ − ε, ξ + ε) pochªania w jednostce czasu ilo±¢ ciepªa Q > 0.
Wtedy cieplna g¦sto±¢ ¹ródªa wynosi

f(x) =

 −Q
2ε
, ξ − ε < x < ξ + ε,

0, dla pozostaªych x,

tzn. tyle ciepªa powstaje w punkcie x, gdzie ilo±¢ ciepªa liczona jest na jednostk¦
dªugo±ci w jednostce czasu. Wówczas

h(x) =
f(x)

λ
=

 − Q
2ελ

, ξ − ε < x < ξ + ε,

0, dla pozostaªych x.

Jak mo»na okre±li¢ g¦sto±¢ upustu w punkcie x = ξ? Pytanie równowa»ne to: jak
zde�niowa¢ funkcj¦ h, gdy ε d¡»y do zera? Jedynie, co mo»e przyj±¢ do gªowy
czªowieka nie znaj¡cego podstaw funkcji uogólnionych w przestrzeniach Soboleva,
to

h(x) =


−∞, x = ξ,

0, x ̸= ξ.
(6.34)

Ze wzgl¦du na niesko«czono±¢ we wzorze (6.34) wygl¡da to dziwnie. W pewnym
sensie niesko«czono±¢ odpowiada rzeczywisto±ci, poniewa» dotkni¦cie r¦k¡ drutu
w punkcie x = ξ pozwala na przypuszczenie, »e jest tam bardzo (niesko«czenie)
gor¡co. Z drugiej strony przed d¡»eniem ε do zera zamiast Q mo»na byªoby wzi¡¢
dwa razy wi¦cej ciepªa 2Q. Ale tej dwójki zarówno jak i samego Q w niesko«czono±ci
nie wida¢.

Aby opisa¢ t¡ niesko«czono±¢, na pocz¡tek zapomnijmy o punkcie x = ξ i popa-
trzmy co si¦ dzieje w pozostaªych punktach przedziaªu. Wskutek tego, »e h(x) = 0
poza x = ξ funkcja u speªnia warunki

u′′(x) = 0 dla x ∈ (a, ξ) ∪ (ξ, b) (6.35)
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u(a) = 0, u(b) = 0. (6.36)

Z równania (6.35) wynika, »e u jest jedn¡ funkcj¡ liniow¡ na (a, ξ) i drug¡ na (ξ, b).
Ze wzgl¦du na (6.36) mamy ogóln¡ mo»liw¡ posta¢ funkcji u:

u(x) =


C1(x− a), a < x < ξ,

C2(b− x), ξ < x < b,
(6.37)

gdzie C1 i C2 s¡ staªymi nieokre±lonymi.
Zwrócimy teraz uwag¦ na warto±ci graniczne funkcji u(x) i u′(x), gdy x d¡»y do

ξ z lewej i prawej strony. W rozpatrywanym modelu, u(x) opisuje rozkªad tempe-
ratury. Graniczne warto±ci

u(ξ − 0) := lim
x→ξ

u(x), gdzie x < ξ, i u(ξ + 0) := lim
x→ξ

u(x), gdzie x > ξ,

funkcji u(x) z lewej i prawej strony oznaczaj¡ wi¦c temperatur¦ w tym punkcie
z ró»nych stron. W materiale idealnym, gdy w punkcie x = ξ nie ma defektów,
warto±¢ temperatury musi by¢ taka sama niezale»nie od kierunków:

u(ξ − 0) = u(ξ + 0). (6.38)

Lewo- i prawostronny strumie« cieplny q(ξ±0) = −λu′(ξ±0) z punktu widzenia
�zycznego musi by¢ równie» poprawnie okre±lony. Wielko±¢ −λu′(ξ − 0) jest ilo±ci¡
ciepªa, która wchodzi do punktu x = ξ z lewej strony2. Natomiast z prawej strony
od x = ξ wychodz¡ca ilo±¢ ciepª¡ wynosi −λu′(ξ + 0). W �zycznym zagadnieniu w
punkcie x = ξ mamy upust. Niech wydajno±¢ tego upustu wynosiQ czyli w jednostce
czasu w punkcie x = ξ znika ilo±¢ ciepªa Q w pewnych jednostkach. Wówczas bilans
ciepªa w punkcie x = ξ przyjmuje posta¢

q(ξ − 0)− q(ξ + 0) = −Q ⇔ u′(ξ − 0)− u′(ξ + 0) =
Q

λ
. (6.39)

Funkcja u′ nie jest wi¦c ci¡gªa w punkcie x = ξ i jej skok w tym punkcie wynosi Q
λ
.

Wykorzystuj¡c (6.37), przepiszemy (6.38)�(6.39) jako ukªad równa« o niewiado-
mych C1 i C2 

C1(ξ − a) = C2(b− ξ),

C1 + C2 =
Q
λ
.

(6.40)

Rozwi¡zanie ukªadu ma posta¢

C1 =
Q

λ

b− ξ

b− a
, C2 =

Q

λ

ξ − a

b− a
. (6.41)

2Ta wielko±¢ mo»e by¢ ujemna, wtedy faktycznie ciepªo wychodzi z lewej strony od punktu
x = ξ.
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Podstawiaj¡c (6.41) do (6.37) otrzymujemy szukany rozkªad temperatury

u(x) =
Q

λ


1

b−a
(x− a)(b− ξ), a ≤ x ≤ ξ,

1
b−a

(ξ − a)(b− x), ξ ≤ x ≤ b.
(6.42)

Porównuj¡c (6.42) z (6.27) widzimy, »e u jest akurat funkcj¡ Greena ze wspóªczyn-
nikiem Q

λ
. Wobec tego funkcja Greena g(x, ξ) opisuje rozkªad temperatury, gdy

w punkcie x = ξ znajduje si¦ upust o wydajno±ci Q = λ. Na rysunku 6.10 pokazano
zachowanie funkcji u, u′ i u′′ w otoczeniu punktu x = ξ.

Z podobn¡ sytuacj¡ mieli±my ju» do czynienia w rozdziale 6.2, w którym byªa
rozwa»ana funkcja Heaviside'a (6.9).
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Rysunek 6.10: Wykres funkcji u ze wzoru (6.42)
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6.5 Poj¦cie δ�funkcji

Chocia» rozkªad temperatury i strumienia zostaª matematycznie poprawnie opisany
w poprzednim rozdziale, jest pewien niedosyt w opisie drugiej pochodnej tempe-
ratury, która obraca si¦ w niesko«czono±¢ w punkcie x = ξ. Ta druga pochodna
wychodzi poza zakres klasycznych funkcji, ale bardzo chcemy j¡ uzyska¢. Mo»e tu
pomóc ogólnie optymistyczna

Zasada Diraca��wanieckiego. Je»eli nie wolno, ale bardzo chcemy, to mo»na.

W niniejszym rozdziale opiszemy podstawow¡ ide¦ wprowadzenia funkcji uogól-
nionych na przykªadzie najwa»niejszej z takich funkcji, δ�funkcji Diraca, znanej
tak»e w zastosowaniach jako funkcja impulsowa. Sam Paul Dirac wprowadziª funk-
cje uogólnione w 1927 i wykorzystywaª bez odpowiedniego matematycznego wyja-
±nienia. Potem matematycy wymy±lili do±¢ skomplikowane uzasadnienie, oparte na
analizie funkcjonalnej, w którym funkcja uogólniona jest rozwa»ana jako funkcjo-
naª w pewnej przestrzeni [10], [20], albo jako granica ci¡gu [4]. Fizycy byli z tego
zadowoleni i uznali, »e abstrakcyjna matematyka te» na co± si¦ przydaªa.

Rozwa»my funkcj¦ Φ1(x) speªniaj¡c¡ warunek∫ +∞

−∞
Φ1(x) dx = 1. (6.43)

Zatem pole pod wykresem tej funkcji wynosi jeden. Przykªadami takich funkcji s¡
1
π

1
1+x2 i 1√

π
e−x2

. Wprowad¹my funkcje

Φm(x) = mΦ1(mx) dla m = 2, 3, . . . . (6.44)

-1

1

2

3

4

5

Rysunek 6.11: Wykresy funkcji Φm(x), m = 1, 2, . . . , 5
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Rozpatrzmy granic¦ limm→∞Φm(x). W zwykªym sensie ta granica nie istnieje,
poniewa» mamy

lim
m→∞

Φm(x) =


+∞, x = 0,

0, x ̸= 0.
(6.45)

Ale bardzo chcemy uzyska¢ tak¡ funkcj¦. Zatem posªuguj¡c si¦ zasad¡ Diraca�
�wanieckiego, wprowadzamy obiekt δ(x), jako granic¦ limm→∞Φm(x). Uogólniona
funkcja ma wªasno±ci

a) δ(x) = 0 dla ka»dego x ̸= 0;
b) δ(0) = +∞;
c)
∫ +∞
−∞ δ(x) dx = 1.

Z c) wynika równo±¢ ∫ +∞

−∞
δ(x)f(x) dx = f(0), (6.46)

gdzie f(x) jest zwykª¡ funkcj¡, na przykªad ci¡gª¡ w otoczeniu zera. Wzór (6.46)
mo»na uzasadni¢ w nast¦puj¡cy sposób. Funkcja δ(x)(f(x) − f(0)) wsz¦dzie jest
zerowa. Wtedy z wªasno±ci c) wynika∫ +∞

−∞
δ(x)(f(x)− f(0)) dx = 0 ⇔

∫ +∞

−∞
δ(x)f(x)− f(0) = 0.

Ma miejsce bardziej ogólny wzór∫ +∞

−∞
δ(x− c)f(x) dx = f(c), (6.47)

Funkcja Greena g(x, ξ) speªnia zagadnienie

d2u

dx2
= −δ(x− ξ) dla x ∈ (a, b), (6.48)

u(a) = 0, u(b) = 0. (6.49)

Wynika to ze wzoru (6.25) dla h(x) = δ(x− ξ) i (6.47)

u(x) =

∫ b

a

g(x, η)δ(η − ξ) dξ = g(x, ξ).

Mathematica ±wietnie sobie radzi z uogólnion¡ funkcj¡ δ(x), wbudowan¡ jako
DiracDelta:
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In[1]:= Integrate@DiracDelta@x − cD f@xD, 8x, −∞, ∞<,
Assumptions → c ∈ RealsD

Out[1]= f@cD
In[2]:= ∂xHeavisideTheta@xD

Out[2]= DiracDelta@xD
In[3]:= DiracDelta@1.2D

Out[3]= 0
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Tabela Batchelora

Zagadnienie j (x) e(x) σ(x)
Przewodnictwo
elektryczne

Pr¡d elektryczny
j

Pole elektryczne
e

Przewodno±¢
σ

Dielektryczno±¢ Pole przemiesz-
cze«
d

Pole elektryczne
e

Przenikalno±¢
elektryczna
ε

Magnetyzm Indukcja magne-
tyczna
B

Pole magnetyczne
H

Przenikalno±¢ ma-
gnetyczna
µ

Przewodzenie cie-
pªa

Strumie« cieplny
q

Gradient tempe-
ratury
−∇T

Przewodno±¢
cieplna
κ

Dyfuzja Strumie« cz¡stek
j

Gradient koncen-
tracji
−∇c

Wspóªczynnik dy-
fuzji
D

Przepªyw cieczy w
materiaªach poro-
watych

Pr¦dko±¢ cieczy
v

Gradient ci±nienia
∇P

Przepuszczalno±¢
materiaªu porowa-
tego
K

Spr¦»yste skr¦ca-
nie

Wektor napr¦»e-
nia (τ13 , τ23 )

Pionowy gradient
przemieszczenia
∇u3

Macierz ±cinania
G

Tablica 6.1: W tabeli s¡ podane wybrane zjawiska �zyczne oraz odpowiadaj¡ce im okre-

±lenia pól wektorowych j(x), E(x) oraz tensora σ(x). Wielko±ci te speªniaj¡ równania

j(x) = σ(x)e(x) i ∇ · j = 0 (patrz Cz¦±¢ II). W przypadku jednowymiarowym operator ∇
jest zwykª¡ pochodn¡, tzn. ∇ = d

dx . Wówczas j (x ), E (x ) i σ(x) s¡ skalarnymi funkcjami

zmiennej x. Wielko±ci te speªniaj¡ równania j (x) = σ(x)e(x) i dj
dx = 0.
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